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内容提要：最小二乘法（ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｍｅｔｈｏｄ）是直线拟合常用的方法，在自然科学和社会科学内被广泛应用，尤
其在同位素地质年代学领域更是必不可少。仅考虑 ｘ或 ｙ误差的普通最小二乘法（ｎｏｒｍａｌ／ｏｒｄｉｎａｒｙｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ）广
为人知，但事实上最小二乘法并非如此简单，尤其是在同时考虑 ｘ、ｙ误差（乃至误差相关）并采用加权处理时，其数
学处理方法会变得十分复杂，而此时普通最小二乘法显得极不合理。本文在前人研究的基础上，结合同位素地质年

龄计算的需要，对直线拟合的最小二乘法进行了系统地总结研究，详细介绍了普通最小二乘法、加权普通最小二乘

法（ｎｏｒｍａｌ／ｏｒｄｉｎａｒｙｗｅｉｇｈｔｉｎｇｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ）、标准加权最小二乘法（ｓｔａｎｄａｒｄｗｅｉｇｈｔｉｎｇｍｏｄｅｌ）、标准独立加权最小二乘
法（ｓｔａｎｄａｒｄｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｗｅｉｇｈｔｉｎｇｍｏｄｅｌ）、独立加权最小二乘法（ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｗｅｉｇｈｔｉｎｇｍｏｄｅｌ）及误差相关最小二乘法
（ｅｒｒｏｒｃｏｒｒｅｌａｔｅｄｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｗｅｉｇｈｔｉｎｇｍｏｄｅｌ）的数学原理及相关变量的计算过程。在此基础上，进一步阐述了ＭＳＷＤ
（ｍｅａｎｓｑｕａｒｅｄｗｅｉｇｈｔｅｄｄｅｖｉａｔｉｏｎ）这个同位素地质年代学中经常使用的参数的数学意义，以及 ＭＳＷＤ对计算结果的
评判意义。准确理解这些数学方法，对于我们合理选择同位素地质年龄相关参数的计算方法，科学评价直线拟合结

果并探讨其地质意义至关重要。我们的研究同时有助于拓展和完善数学领域最小二乘法的基本理论，并可用于其

他领域相似的研究之中。
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　　同位素地质年代学研究是确定地质体绝对年龄
的主要手段，包括 ＲｂＳｒ、ＳｍＮｄ、ＲｅＯｓ、ＵＴｈＰｂ、Ｋ
Ａｒ（ＡｒＡｒ）等测年方法，在当前地质学领域内得到了
广泛应用。在同位素地质年龄的计算中，常常需要

根据一组样品的同位素测试结果进行直线拟合，最

常见的是等时线拟合，主要有 ＲｂＳｒ、ＳｍＮｄ、ＫＡｒ、
ＲｅＯｓ、ＰｂＰｂ等等时线。除此之外，ＵＰｂ不一致年
龄的计算，以及利用２６Ａｌ２６Ｍｇ、１２９Ｉ１２９Ｘｅ等绝灭了的
放射性（ｅｘｔｉｎｃｔｒａｄｉｏａｃｔｉｖｉｔｙ）同位素方法研究陨石的
相对年龄时，也要用到直线拟合。事实上，在地球科

学内的诸多领域，都用到了直线拟合。

直线拟合常用的是最小二乘法，其在自然科学

和社会科学领域内得到了广泛的应用。其所要解决

的问题是：根据两个理论上存在线性关系的变量的

几组测试数据点（多数情况下，这些数据点不见得

恰好位于理论直线之上），寻找这两个变量之间的

线性函数关系。当这些测试数据点与拟合直线的

“偏差平方和”最小时，得到最佳拟合直线，即为所

求。通常情况下，直线拟合多数采用最简单的普通

最小二乘法，这也是诸多数学书籍中介绍最多、并被

多数人所熟知的直线拟合方法（例如中国科学院数

学研究所数理统计组，１９７４；张启锐，１９８８；周复恭和
黄运成，１９８９；张小蒂，１９９１；周纪芗，１９９３；吴翊等，
１９９５；李庆阳，２００１；同济大学应用数学系，２００２；盛
聚等，２００８；周惟公，２００８；王黎明等，２００８；褚宝增和
王翠香，２０１０；何晓群和刘文卿，２０１１）。这种方法隐
含地假设变量ｘ不存在误差，并将所有误差都归于
变量ｙ（类似，可将所有误差都归于变量 ｘ），即便在
ｘ和ｙ同为测量值的情况下，此时普通最小二乘法
在确定未知参数及估计其真实误差方面，失去了准

确性（ＢｏｒｃｈｅｒｄｓａｎｄＳｈｅｔｈ，１９９５；Ｓｈｅｔｈｅｔａｌ．，
１９９６）。

仅考虑ｘ或 ｙ误差的普通最小二乘法广为人
知，但实际上最小二乘法并非如此简单，尤其是在同

时考虑ｘ、ｙ误差（乃至误差相关）并采用加权处理
时，其数学处理方法会变得十分复杂，而这对于许多



应用同位素地质年代学方法进行地质学研究的人来

说，都十分陌生。之所以会如此，主要有两方面的原

因：① 数学处理方法的复杂性以及相关资料的相对
缺乏；② 采用已有的软件（Ｉｓｏｐｌｏｔ）而“无需”思考其
数学原理。

虽然同位素地质年代学方法被广泛应用，但地

质学研究者多热衷于年龄结果本身的地质意义，同

时由于同时跨越了数学和地质学两个学科，因此很

少有人同时结合地质需要、对最小二乘法的数学原

理作系统深入的总结介绍。如前所述，许多数学书

籍也只涉及最简单的普通最小二乘法，何晓群和刘

文卿（２０１１）、费业泰（２０１０）对考虑加权的最小二乘
法也只是做了简单介绍。李志昌等（２００４）介绍了
Ｙｏｒｋ（１９６６，１９６９）、ＭｃＩｎｔｙｒｅ等（１９６６）算法的一部
分，而更多的同位素书籍（韩吟文和马振东，２００３；
陈骏和王鹤年，２００４；陈岳龙等，２００５；陈道公等，
２００９），则忽略具体算法而只强调 ＭＳＷＤ（见下文介
绍）对等时线拟合结果评价的用处。事实上，想要

真正了解ＭＳＷＤ对拟合结果的评判意义，就必须对
最小二乘法本身有所把握。国外一些学者在前人

［如 Ｄｅｍｉｎｇ，１９４３；据 Ｙｏｒｋ（１９６６），Ｂｏｒｃｈｅｒｄｓａｎｄ
Ｓｈｅｔｈ（１９９５）所述］研究的基础上，对最小二乘法的
数学算法及相关问题作了进一步的研究和探索（如

ＭｃＩｎｔｙｒｅｅｔａｌ．，１９６６；Ｙｏｒｋ，１９６６，１９６７，１９６９；
Ｂｒｏｏｋｓｅｔａｌ．，１９７２；ＴｉｔｔｅｒｉｎｇｔｏｎａｎｄＨａｌｌｉｄａｙ，１９７９；
ＢｏｒｃｈｅｒｄｓａｎｄＳｈｅｔｈ，１９９５；Ｓｈｅｔｈｅｔａｌ．，１９９６；
Ｍａｈｏｎ，１９９６；ＢｒｕｚｚｏｎｅａｎｄＭｏｒｅｎｏ，１９９８），取得了
突破性进展。但这些研究各有新的尝试和侧重，同

时难免存在着一些分歧、甚至错误，因此想要系统了

解最小二乘法并非易事。Ｌｕｄｗｉｇ（２００８）开发的
Ｅｘｃｅｌ加载宏Ｉｓｏｐｌｏｔ，提供了同位素年龄计算的一个
很好的平台，其以 Ｙｏｒｋ（１９６９）、Ｔｉｔｔｅｒｉｎｇｔｏｎ和
Ｈａｌｌｉｄａｙ（１９７９）、Ｂｒｏｏｋｓ等 （１９７２）等 的 算 法
（Ｌｕｄｗｉｇ，２００８）为基础，但未对具体数学方法作详细
介绍。这样的话，虽然 Ｉｓｏｐｌｏｔ被广泛使用，但相关
同位素年龄的计算方法，对多数地质学研究者来说

仍然是一个“谜”。正如Ａｌｌｅｇｒｅ（２００８）所述，如今相
关测试方法已经有了很大的进步，而理论模型———

或许是统计模型应该跟上分析方法前进的步伐，这

点十分重要，但事实并非如此，这使得我们不得不思

考如何对待通过自动化的分析方法已经积累的大量

数据。可见，将最小二乘法这个在同位素地质年代

学内普遍应用的统计方法“显性化”，是非常有意义

的，这也有助于解决实际研究中存在的一些困扰，例

如如何理解ＭＳＷＤ对年龄结果的评价及参考意义。
鉴于此，以下将在前人研究的基础上，结合同位

素地质年龄计算的相关知识，对直线拟合的最小二

乘法作详细总结和研究，并进一步在此基础上讨论

同位素地质年代学应用的相关问题。

１　相关测年原理简介
首先以ＲｂＳｒ等时线法为例，介绍应用最小二

乘法所要解决的地质问题。核素８７Ｒｂ通过一次 β－

衰变变成稳定同位素８７Ｓｒ，根据放射性衰变定律，进
一步推演得到（Ｆａｕｒｅ，１９８６）：

ｎ（８７Ｓｒ）＝ｎ（８７Ｓｒ）０＋ｎ（
８７Ｒｂ）（ｅλｔ－１）

式中，λ为８７Ｒｂ的衰变常数，ｔ为从同位素体系封闭
到现在的时间，亦即所求的地质年龄。ｎ（８７Ｓｒ）、
ｎ（８７Ｓｒ）０和ｎ（

８７Ｒｂ）均为物质的量。
两边同时除以ｎ（８６Ｓｒ），得（Ｆａｕｒｅ，１９８６）：
ｎ（８７Ｓｒ）
ｎ（８６Ｓｒ）

＝ ｎ（
８７Ｓｒ）

ｎ（８６Ｓｒ[ ]）０
＋ ｎ（

８７Ｒｂ）
ｎ（８６Ｓｒ[ ]） ｅλｔ( )－１

此式为 ＲｂＳｒ同位素定年的基础，其中ｎ（
８７Ｒｂ）
ｎ（８６Ｓｒ）

、

ｎ（８７Ｓｒ）
ｎ（８６Ｓｒ）

为现今样品的实测同位素含量比值，

ｎ（８７Ｓｒ）
ｎ（８６Ｓｒ[ ]）０

为距今ｔ时刻时这两种同位素的初始比

值。由于
ｎ（８７Ｓｒ）
ｎ（８６Ｓｒ[ ]）０

未知，因此不能直接计算年龄。

对于一套同源、同时、封闭的样品，其
ｎ（８７Ｓｒ）
ｎ（８６Ｓｒ）

初始值

均一，也就是不同样品间的
ｎ（８７Ｓｒ）
ｎ（８６Ｓｒ[ ]）０

一致，而其距

今ｔ时刻时的８７Ｒｂ含量可能不同，从而导致放射性
成因累积的８７Ｓｒ含量不同。这样的话，这一套样品内

的不同样品之间，
ｎ（８７Ｒｂ）
ｎ（８６Ｓｒ）

、
ｎ（８７Ｓｒ）
ｎ（８６Ｓｒ）

就会有所差异。

这时，ｔ、λ为常数，上式便可看作直线方程：
ｙ＝ａ＋ｘｂ（Ｆａｕｒｅ，１９８６）

这里ｂ＝ｅλｔ－１，ｙ＝ｎ（
８７Ｒｂ）
ｎ（８６Ｓｒ）

，ｘ＝ｎ（
８７Ｓｒ）

ｎ（８６Ｓｒ）
。

对 于 上 述 一 组 样 品， 根 据 其

ｎ（８７Ｒｂ）
ｎ（８６Ｓｒ）

，
ｎ（８７Ｓｒ）
ｎ（８６Ｓｒ[ ]）测试值及其误差，运用最小二

乘法拟合直线，就能够得到其斜率与截距。根据斜

率ｂ＝ｅλｔ－１，就可得到所关注的年龄 ｔ，而其截距

则为
ｎ（８７Ｓｒ）
ｎ（８６Ｓｒ[ ]）０

，可用于同位素地球化学示踪。

２０８ 地　质　论　评 ２０１３年



除ＲｂＳｒ同位素体系之外，ＳｍＮｄ、ＫＡｒ、ＲｅＯｓ
同位素体系定年也常用到等时线法，其同位素定年

方程分别为（Ｆａｕｒｅ，１９８６）：
ｎ（１４３Ｎｄ）
ｎ（１４４Ｎｄ）

＝ ｎ（
１４３Ｎｄ）

ｎ（１４４Ｎｄ[ ]）０
＋ ｎ（

１４７Ｓｍ）
ｎ（１４４Ｎｄ[ ]） ｅλｔ( )－１

ｎ（１８７Ｏｓ）
ｎ（１８８Ｏｓ）

＝ ｎ（
１８７Ｏｓ）

ｎ（１８８Ｏｓ[ ]）０
＋ ｎ（

１８７Ｒｅ）
ｎ（１８８Ｏｓ[ ]） ｅλｔ( )－１

ｎ（４０Ａｒ）
ｎ（３６Ａｒ）

＝ ｎ（
４０Ａｒ）

ｎ（３６Ａｒ[ ]）０
＋
λｅ
λ
·
ｎ（４０Ｋ）
ｎ（３６Ａｒ[ ]） ｅλｔ( )－１

对于 ＵＰｂ同位素体系，最小二乘法直线拟合
主要用于 ＰｂＰｂ等时线拟合以及 ＵＰｂ谐和图中的
不一致线拟合。前者的斜（率）截（距）式直线方程

为（Ｒｏｓｈｏｌｔｅｔａｌ．，１９７３；Ｆａｕｒｅ，１９８６；陈道公，
２００９）：

ｎ（２０７Ｐｂ）
ｎ（２０４Ｐｂ）

＝ ｎ（２０７Ｐｂ）
ｎ（２０４Ｐｂ[ ]）０

－ｍ ｎ（
２０６Ｐｂ）

ｎ（２０４Ｐｂ[ ]）{ }
０
＋

　ｎ（
２０６Ｐｂ）

ｎ（２０４Ｐｂ）
·ｍ，其中 ｍ＝ １

１３７８·
ｅλ２３５ｔ－１
ｅλ２３８ｔ－１

后者的点 斜 式 直 线 方 程 为 （Ｗｅｔｈｅｒｉｌｌ，１９５６；
Ａｌｌｅｇｒｅ，２００８）：

ｎ（２０６Ｐｂ）
ｎ（２３８Ｕ）

－（ｅλ２３８Ｔ１－１）

ｎ（２０７Ｐｂ）
ｎ（２３５Ｕ）

－（ｅλ２３５Ｔ１－１）
＝ｅ

λ２３８ｔ－ｅλ２３８Ｔ１
ｅλ２３５ｔ－ｅλ２３５Ｔ１

在应用绝灭了的放射性同位素对陨石进行相对

年龄测定时，同样需要首先用到直线拟合，如
２６Ａｌ—２６Ｍｇ、１２９Ｉ—１２９Ｘｅ陨石测年，其对应直线方程
分别为（Ａｌｌｅｇｒｅ，２００８）：

ｎ（２６Ｍｇ）
ｎ（２４Ｍｇ）

＝ ｎ（
２６Ｍｇ）

ｎ（２４Ｍｇ[ ]）０
＋ｎ（

２７Ａｌ）
ｎ（２４Ｍｇ）

·
ｎ（２６Ａｌ）
ｎ（２４Ａｌ[ ]）ｔ

ｎ（１２９Ｘｅ）
ｎ（１３０Ｘｅ）

＝ ｎ（
１２９Ｘｅ）

ｎ（１３０Ｘｅ[ ]）０
＋

ｋ·ｎ（
１２８Ｘｅ）

ｎ（１３０Ｘｅ）
·
ｎ（１２９Ｉ）
ｎ（１２７Ｉ[ ]）ｔ

综上可知，这里所要解决的问题是，根据样品的

一组同位素比值测试数据（往往带有实验误

差）（ｘｉ，ｙｉ），ｉ＝１，２，３，…，ｎ，选择最优的最小二乘
法处理模型，拟合最佳直线并计算斜率、截距及其误

差，并进一步根据拟合结果，尽可能地甄别、评判其

是否有真正的地质年代意义。

２　直线的最小二乘法拟合
现给出样品的一组同位素比值测试数据点

（ｘｉ、ｙｉ），ｉ＝１，２，３，…，ｎ（ｎ＞２），据此求自变量 ｘ
和因变量ｙ之间的函数关系Ｌ：ｙ＝ａ＋ｘｂ。其中ａ、
ｂ为待定参数，当拟合直线与数据点之间的（加权）
偏差平方和Ｓ最小时，得到最佳拟合直线。关于偏
差平方和，根据 Ｙｏｒｋ（１９６９），有两种等价的最一般
形式：

Ｓ＝∑
ｎ

ｉ＝１

ｗ（ｘｉ）（ｘｉ－Ｘｉ）
２－２ρｉ· ｗ（ｘｉ）ｗ（ｙｉ槡 ）·（ｘｉ－Ｘｉ）（ｙｉ－Ｙｉ）＋ｗ（ｙｉ）·（ｙｉ－Ｙｉ）

２

（１－ρ２ｉ
[ ]

）
（１）

Ｓ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）

２ （２）

这里（ｘｉ，ｙｉ）是第ｉ个测试值，（Ｘｉ，Ｙｉ）是对应的调整
值（图１），即最佳拟合直线上对应的点。

ｗ（ｘｉ）、ｗ（ｙｉ）分别是第 ｉ个样品 ｘ、ｙ测试值的
权，通常用对应测试值的不确定度（取标准差）的平

方倒数给出，即 ｗ（ｘｉ）＝
１

σ２（ｘｉ）
、ｗ（ｙｉ）＝

１
σ２（ｙｉ）

（ＭｃＩｎｔｙｒｅｅｔａｌ．，１９６６；Ｙｏｒｋ，１９６６，１９６７，１９６９；
Ｂｒｏｏｋｓｅｔａｌ．，１９７２；ＴｉｔｔｅｒｉｎｇｔｏｎａｎｄＨａｌｌｉｄａｙ，１９７９；
Ｇ．福尔，１９８３；ＢｏｒｃｈｅｒｄｓａｎｄＳｈｅｔｈ，１９９５；Ｓｈｅｔｈｅｔ
ａｌ．，１９９６；费业泰，２０１０），σ（ｘｉ）、σ（ｙｉ）为第 ｉ个样
品给定的ｘｉ、ｙｉ的标准差，ｗｉ为其有效权：

ｗｉ＝
ｗ（ｘｉ）ｗ（ｙｉ）

ｂ２ｗ（ｙｉ）＋ｗ（ｘｉ）－２ｂρｉ ｗ（ｘｉ）ｗ（ｙｉ槡 ）
或

ｗｉ＝
１

σ２（ｙｉ）＋ｂ
２σ２（ｘｉ）－２ｂρｉσ（ｘｉ）σ（ｙｉ）

（３）

ρｉ为第ｉ个点ｘ和ｙ变量的误差相关系数（ｅｒｒｏｒ
ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ，详见误差相关最小二乘法部分），对于Ｕ
ＴｈＰｂ测年，由于纵横坐标变量 ｘｉ、ｙｉ是同时同步测
试的，往往需要考虑误差相关系数，而对于其它测年

方法，在实际应用中多不考虑这个参数。

当ρｉ＝０时，ｘ、ｙ的误差不相关，这时得到Ｙｏｒｋ
（１９６６）、Ｂｏｒｃｈｅｒｄｓ和 Ｓｈｅｔｈ（１９９５）中所提到的
Ｄｅｍｉｎｇ（１９４３）所定义的偏差平方和的公式，即与
（１）式对应的（４）式，以及 ＭｃＩｎｔｙｒｅ等（１９６６）、
Ｗｅｎｄｔ（１９６９）［转引自 Ｂｒｏｏｋｓ，１９７２］、Ｂｏｒｃｈｅｒｄｓ和
Ｓｈｅｔｈ（１９９５）、Ｓｈｅｔｈ等（１９９６）、何晓群和刘文卿
（２０１１）所用的与（２）对应的（５）式，
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图１最小二乘拟合中，相关量之间的一般几何关系
Ｆｉｇ．１Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｖａｒｉｏｕｓｖａｒｉａｂｌｅｓ

ｉｎｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｆｉｔｔｉｎｇｏｆａｓｔｒａｉｇｈｔｌｉｎｅ
Ｌ为最佳拟合直线，Ｌ′为调整线，（ｘｉ，ｙｉ）为测试点，（Ｘｉ，Ｙｉ）为

对应调整点，ｙｒｉ表示ｙ方向的残差，ｘｒｉ表示ｘ方向的残差

Ｌｉｓｔｈｅｂｅｓｔｓｔｒａｉｇｈｔｌｉｎｅ，Ｌ′ｉｓｔｈｅａｄｊｕｓｔｍｅｎｔｌｉｎｅ，（ｘｉ，ｙｉ）ｉｓｔｈｅｄａｔａ

ｐｏｉｎｔｗｈｉｌｅ（Ｘｉ，Ｙｉ）ｉｓｔｈｅａｄｊｕｓｔｍｅｎｔｐｏｉｎｔｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ．ｙｒｉｄｅｎｏｔｅｓ

ｒｅｓｉｄｕａｌｉｎｙｄｉｒｅｃｔｉｏｎ，ａｎｄｘｒｉｉｎｘｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

Ｓ＝∑
ｎ

ｉ＝１
［ｗ（ｘｉ）（ｘｉ－Ｘｉ）

２＋ｗ（ｙｉ）（ｙｉ－Ｙｉ）
２］

（４）

Ｓ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）

２ （５）

ｗｉ＝
ｗ（ｘｉ）ｗ（ｙｉ）

ｗ（ｘｉ）＋ｂ
２ｗ（ｙｉ）

或

ｗｉ＝
１

σ２（ｙｉ）＋ｂ
２σ２（ｘｉ）

（６）

图１给出了拟合直线与相关量之间的一般几何
关系。Ｌ为最佳拟合直线 ｙ＝ａ＋ｘｂ，连结测试点
（ｘｉ，ｙｉ）与（Ｘｉ，Ｙｉ）的直线Ｌｉ′为调整线，其斜率为每
个点的ｙ方向残差（ｙｉｒｅｓｉｄｕａｌ，以下用ｙｒｉ表示）与ｘ
方向残差（ｘｉｒｅｓｉｄｕａｌ，以下用ｘｒｉ表示）之比，即：

Ｌｉ′的斜率 ＝
ｙｒｉ
ｘｒｉ
＝
ｙｉ－Ｙｉ
ｘｉ－Ｘｉ

（７）

可以看出，随着拟合直线（即参数ａ、ｂ）的变化，
Ｓ也会相应地发生变化，当Ｓ取最小值时，所有点沿
各自调整线回归到拟合直线上的距离之和最短，这

时就得到了最佳拟合直线。方便起见，这里定义最

佳拟合直线所对应的 Ｓ的最小值为 Ｓ。以下从最
简单的普通最小二乘法开始，逐步深入，分别介绍基

于不同假设所得到的最小二乘直线拟合方法。实际

应用中，则需要根据数据本身特征，选择最适合的最

小二乘法进行直线拟合。

２１　普通最小二乘法
（ｎｏｒｍａｌ／ｏｒｄｉｎａｒｙｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ）

　　顾名思义，这是介绍并使用最多的最小二乘拟
合方法（例如吴翊等，１９９５；同济大学应用数学系，
２００２；李庆阳，２００１；盛聚等，２００８；王黎明等，２００８；
褚宝增和王翠香，２０１０；何晓群和刘文卿，２０１１），在
Ｉｓｏｐｌｏｔ被广泛使用之前，等时线拟合多用这种方法
［如申浩澈（１９８３）所述］。假设ｘｉ不存在误差（ｘｉ＝
Ｘｉ），ｙｉ存在误差（ｙｉ≠Ｙｉ），令ｗｉ＝ｗ（ｙｉ）＝１（可认
为ｗ（ｘｉ）＝!

），这时所有数据点沿与ｙ轴平行的调
整线调整到最佳拟合直线（图２ａ），

Ｓ（ａ，ｂ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
［ｙｉ－（ａ＋ｂｘｉ）］

２ （８）

对于固定的一组数据，（８）式是 Ｓ关于 ａ、ｂ的
二元函数，根据多元函数的极值条件（同济大学应

用数学系，２００２），分别对Ｓ求关于ａ、ｂ的偏导数，并
令其为０，得：

Ｓ
ａ
＝－２∑

ｎ

ｉ＝１
（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）＝０，

Ｓ
ｂ
＝－２∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）＝０

进一步变换得到所谓的“法方程”或“正规方程”，

ｎａ＋ｂ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｉ （９）

ａ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ＋ｂ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉｙｉ （１０）

据（９）、（１０），解得（吴翊等，１９９５；王黎明等，２００８；
盛聚等，２００８；何晓群和刘文卿，２０１１）：

ｂ＝
ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｙｉ－ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ( )ｉ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｙ( )ｉ

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ－ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ( )ｉ

２

＝
∑
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－ｘ）（ｙｉ－ｙ）

∑
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－ｘ）

２
（１１）

ａ＝ｙ－ｂｘ （１２）

这里ｘ＝１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ，ｙ＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｉ。由（９）或（１２）可

知，最佳拟合直线过所有点的重心，这点对以下其它

最小二乘法也都成立。

与之类似，也可将所有的误差都归于 ｘｉ（ｘｉ≠
Ｘｉ，ｙｉ＝Ｙｉ），令ｗ（ｘｉ）＝１，ｗｉ＝ｗ（ｘｉ）／ｂ

２＝１／ｂ２（可
认为ｗ（ｙｉ）＝!

），进行处理，如图２ｂ。
对于一些研究对象，普通最小二乘法假设一个
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变量不存在误差，这是成立的。而对于同位素地质

年代学，由于所有 ｘｉ、ｙｉ都是测试值，这点显然不成
立。笔者认为，对于 ＲｂＳｒ等时线法，考虑到
ｎ（８７Ｒｂ）／ｎ（８６Ｓｒ）的 测 试 误 差 往 往 比 ｎ（８７Ｓｒ）／
ｎ（８６Ｓｒ）的误差大许多，因此采用将所有误差归于
ｎ（８７Ｒｂ）／ｎ（８６Ｓｒ）的（加权）普通最小二乘法，或许是
可以接受的。ＳｍＮｄ等时线法类似。
２２　加权普通最小二乘法

（ｎｏｒｍａｌ／ｏｒｄｉｎａｒｙｗｅｉｇｈｔｉｎｇｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ）
　　这是对普通最小二乘法的改进，与前者不同的
是其给予每个点不同的权重。假设 ｘｉ不存在误差
（ｘｉ＝Ｘｉ），ｙｉ存在误差（ｙｉ≠Ｙｉ），这时ｗｉ＝ｗ（ｙｉ）＝
１／σ２（ｙｉ）（可认为ｗ（ｘｉ）＝!

），所有调整线都平行

于ｙ轴（图２ａ），

Ｓ（ａ，ｂ）＝∑
ｎ

ｉ＝１

１
σ２（ｙｉ）

［ｙｉ－（ａ＋ｂｘｉ）］
２（１３）

同理，可以根据 Ｓ／ａ ＝０，Ｓ／ｂ＝０，解得
（ＢｒｕｚｚｏｎｅａｎｄＭｏｒｅｎｏ，１９９８）：

ｂ＝
ＳＳｘｙ－ＳｘＳｙ
ＳＳｘｘ－Ｓ

２
ｘ

ａ＝ｙ－ｂｘ＝
ＳｘｘＳｙ－ＳｘＳｘｙ
ＳＳｘｘ－Ｓ

２










ｘ

（１４）

其中：Ｓ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ，　Ｓｘ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｗｉｘｉ，　Ｓｙ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｗｉｙｉ，

　Ｓｘｘ ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉｘ

２
ｉ，　Ｓｙｙ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｗｉｙ

２
ｉ，　Ｓｘｙ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉｘｉｙｉ，　ｘ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉｘｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ
，　ｙ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉｙｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ
，　ｗｉ ＝

ｗ（ｙｉ）＝
１

σ２（ｙｉ）
。

对（１４）式中 ｂ的表达式进一步变换可得（１５）

式：

ｂ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ（ｘｉ－ｘ）（ｙｉ－ｙ）

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ（ｘｉ－ｘ）

２
（１５）

类似，也可将所有的误差都归于ｘｉ（ｘｉ≠Ｘｉ，ｙｉ＝Ｙｉ）
并采用加权处理，令 ｗ（ｘｉ） ＝１／σ

２（ｘｉ），ｗｉ ＝
ｗ（ｘｉ）／ｂ

２（可认为ｗ（ｙｉ）＝!

），进而确定最佳拟合

直线（如图２ｂ）。
２３　标准加权最小二乘法

（ｓｔａｎｄａｒｄｗｅｉｇｈｔｉｎｇｍｏｄｅｌ）
　　普通最小二乘法以及加权普通最小二乘法的一
个显著缺陷是只考虑一个变量的误差，在同位素年

代学研究中，两个变量都是测试值，从而不可避免都

存在误差，这显然不够精确。

标准加权模型是双误差最小二乘法的一种特殊

情形，它同时考虑两个变量的误差，但假设ｗ（ｘｉ）＝
ｗ（ｙｉ）＝１（这意味着两个坐标的误差大小接近一

致），ｗｉ＝
１

１＋ｂ２
，这时所有调整线都相互平行且垂

直于最佳拟合直线（图２ｃ），这时

Ｓ＝ １
１＋ｂ２∑

ｎ

ｉ＝１
（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）

２ （１６）

同上，令Ｓ／ａ＝０，得：

ａ＝１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｉ－ｂ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ( )ｉ ＝ｙ－ｂｘ （１７）

令Ｓ／ｂ＝０，得：
１

１＋ｂ２∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）＋

ｂ
（１＋ｂ２）２∑

ｎ

ｉ＝１
（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）

２ ＝０ （１８）

将（１７）式代入（１８），化简会得到关于ｂ的一元二次
方程，解之并取其中一个解，得到：

ｂ＝
∑ （ｙｉ－ｙ）

２－∑ （ｘｉ－ｘ）
２＋ ∑ （ｙｉ－ｙ）

２－∑（ｘｉ－ｘ）[ ]２ ２＋４∑（ｘｉ－ｘ）（ｙｉ－ｙ[ ]）槡
２

２∑（ｘｉ－ｘ）（ｙｉ－ｙ）
（１９）

就是所求斜率，其中ｘ＝１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ，ｙ＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｉ。

ａ的解法同上，由最佳拟合直线过重心计算得
到［（１７）式，与（１２）式本质相同］。
２４　标准独立加权最小二乘法

（ｓｔａｎｄａｒｄｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｗｅｉｇｈｔｉｎｇｍｏｄｅｌ）
　　Ｓｈｅｔｈ等（１９９６）中将 σ（ｘ１）＝σ（ｘ２）＝… ＝

σ（ｘｉ）＝… ＝σ（ｘ），σ（ｙ１）＝σ（ｙ２）＝… ＝σ（ｙｉ）
＝… ＝σ（ｙ）且σ（ｘ）≠σ（ｙ）的情形称作标准独
立加权，即对于所有的样品，ｘ变量的误差一致，ｙ变
量的误差也一致，但 ｘ和 ｙ的误差不等。这时，
ｗ（ｘｉ）＝１／σ

２（ｘ）＝ｗ１，ｗ（ｙｉ）＝１／σ
２（ｙ）＝ｗ２，ｗ

＝
ｗ１ｗ２

ｗ１＋ｂ
２ｗ２
，所有调整线都互相平行（图２ｄ），
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Ｓ＝
ｗ１ｗ２

ｗ１＋ｂ
２ｗ２
∑
ｎ

ｉ＝１
（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）

２ （２０）

令Ｓ／ａ＝０，Ｓ／ｂ＝０，同上解得：

ｂ＝

∑ （ｙｉ－ｙ）
２－
ｗ１
ｗ２∑ （ｘｉ－ｘ）

２＋ ∑ （ｙｉ－ｙ）
２－
ｗ１
ｗ２∑（ｘｉ－ｘ）[ ]２

２

＋４
ｗ１
ｗ２∑（ｘｉ－ｘ）（ｙｉ－ｙ[ ]）

槡
２

２∑（ｘｉ－ｘ）（ｙｉ－ｙ）
（２１）

其中ｘ＝１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ，ｙ＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｉ，其它同２．３节。

图 ２不同类型的最小二乘拟合方法中，数据点的调整方式：（ａ）（加权的）普通最小二乘模型，只考虑纵坐标的误差，所有
调整线都平行于ｙ轴，需要说明的是，对于同一组数据点，加权的普通最小二乘拟合与普通最小二乘拟合所拟合直线可能
会不同；（ｂ）（加权的）普通最小二乘模型，只考虑横坐标的误差；（ｃ）标准加权模型，所有调整线都互相平行且垂直于最
佳拟合直线；（ｄ）标准独立加权模型，所有调整线都互相平行；（ｅ）独立加权模型，一般情况下，不同数据点的调整线不平
行，但限制在三角阴影区内；（ｆ）误差相关的加权最小二乘拟合模型，同样不同数据点的调整线不再平行，但调整线不再限
制在三角阴影区内（参考Ｙｏｒｋ，１９６６，１９６７，１９６９；ＢｏｒｃｈｅｒｄｓａｎｄＳｈｅｔｈ，１９９５；Ｓｈｅｔｈｅｔａｌ．，１９９６；Ｍａｈｏｎ，１９９６；Ｂｒｕｚｚｏｎｅ
ａｎｄＭｏｒｅｎｏ，１９９８，有增改）
Ｆｉｇ．２Ｖａｒｉｏｕｓｔｙｐｅｓｏｆａｄｊｕｓｔｍｅｎｔｓｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌｓｏｆｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｆｉｔｔｉｎｇ：（ａ）ｎｏｒｍａｌ／ｏｒｄｉｎａｒｙｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓａｎｄｎｏｒｍａｌ／
ｏｒｄｉｎａｒｙｗｅｉｇｈｔｉｎｇｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，ｏｎｌｙｔｈｅｅｒｒｏｒｓｉｎｙｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｒｅｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ．Ｉｔｓｈｏｕｌｄｂｅｎｏｔｅｄｔｈａｔｗｅｉｇｈｔｉｎｇｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｍａｙ
ｈａｖｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍｔｈｅｎｏｔｗｅｉｇｈｔｉｎｇｉｎｔｈｉｓｓｉｔｕａｔｉｏｎ；（ｂ）ｎｏｒｍａｌ／ｏｒｄｉｎａｒｙｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓａｎｄｎｏｒｍａｌ／ｏｒｄｉｎａｒｙｗｅｉｇｈｔｉｎｇ
ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，ｏｎｌｙｔｈｅｅｒｒｏｒｓｉｎｘｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｒｅｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ；（ｃ）ｓｔａｎｄａｒｄｗｅｉｇｈｔｉｎｇｍｏｄｅｌ，ａｌｌｔｈｅａｄｊｕｓｔｉｎｇｌｉｎｅｓａｒｅｐａｒａｌｌｅｌｔｏ
ｅａｃｈｏｔｈｅｒａｎｄａｒｅｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒｔｏｔｈｅｂｅｓｔｆｉｔｔｉｎｇｌｉｎｅａｔｔｈｅｓａｍｅｔｉｍｅ；（ｄ）ｓｔａｎｄａｒｄｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｗｅｉｇｈｔｉｎｇｍｏｄｅｌ，ｔｈｅａｄｊｕｓｔｉｎｇ
ｌｉｎｅｓａｒｅｐａｒａｌｌｅｌｔｏｅａｃｈｏｔｈｅｒ；（ｅ）ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｗｅｉｇｈｔｉｎｇｍｏｄｅｌ，ｔｈｅａｄｊｕｓｔｉｎｇｌｉｎｅｓａｒｅｎｏｔｎｅｃｅｓｓａｒｙｔｏｂｅｐａｒａｌｌｅｌｂｕｔｓｈｏｕｌｄ
ｂｅｓｉｔｕａｔｅｄｗｉｔｈｉｎｔｈｅｓｈａｄｏｗａｒｅａ；（ｆ）ｅｒｒｏｒｃｏｒｒｅｌａｔｅｄｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｗｅｉｇｈｔｉｎｇｍｏｄｅｌ，ｔｈｅａｄｊｕｓｔｉｎｇｌｉｎｅｓａｒｅｎｏｔｎｅｃｅｓｓａｒｙｔｏｂｅ
ｐａｒａｌｌｅｌｏｒｂｅｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｗｉｔｈｉｎｔｈｅｓｈａｄｏｗａｒｅａ（ａｆｔｅｒＹｏｒｋ，１９６６，１９６７，１９６９；ＢｏｒｃｈｅｒｄｓａｎｄＳｈｅｔｈ，１９９５；Ｓｈｅｔｈｅｔａｌ．，１９９６；
Ｍａｈｏｎ，１９９６；ＢｒｕｚｚｏｎｅａｎｄＭｏｒｅｎｏ，１９９８）

Ｂｒｕｚｚｏｎｅ和 Ｍｏｒｅｎｏ（１９９８）讨论了一种更一般

的情况———ｘｉ和ｙｉ的不确定度（标准差）互相成比
例，即 σ（ｘｉ）＝ｃσ（ｙｉ），ｃ为常数，这时 ｗ（ｘｉ）＝
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１
σ２（ｘｉ）

＝ １
ｃ２σ２（ｙｉ）

，ｗ（ｙｉ）＝
１

σ２（ｙｉ）
，所有数据点

也都沿着相互平行的调整线调整到最佳拟合直线

（图２ｄ），且

Ｓ＝ １
１＋ｂ２ｃ２∑

ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）
２

σ２（ｙｉ）
（２２）

Ｓ的最小化给出关于 ｂ的二次方程，解之并选
取其中一个合适的根作为拟合直线的斜率，得到

（ＢｒｕｚｚｏｎｅａｎｄＭｏｒｅｎｏ，１９９８）：

２ｃｂ＝－ １
ｃｂ
＋ｃｂ



ｒ２
＋

１
ｃｂ
· １－（ｃｂ

）２

ｒ[ ]２

２

＋４（ｃｂ）
槡

２ （２３）

ｒ２ ＝
（ＳＳｘｙ－ＳｘＳｙ）

２

（ＳＳｘｘ－Ｓ
２
ｘ）（ＳＳｙｙ－Ｓ

２
ｙ）

这里ｂ 指（１４）中的ｂ，即对于此组数据，假若ｘｉ没
有误差时计算所得的斜率。Ｓ、Ｓｘ、Ｓｙ、Ｓｘｙ、Ｓｘｘ、Ｓｙｙ如
２．２节中所述。
２５　独立加权最小二乘法

（ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｗｅｉｇｈｔｉｎｇｍｏｄｅｌ）
　　这是双变量最小二乘拟合的更一般情形，其同
时考虑每个点 ｘｉ、ｙｉ的不确定度，并认为 σ（ｘｉ）、
σ（ｙｉ）二者之间不存在确定的数学关系。与上述
２１～２４节的情形不同，此时调整线一般不再平
行，并被限制在假设 ｘ、ｙ都不存在误差时的竖直和
水平调整线以及最佳直线所包围的三角形内（图

２ｅ），而且得不到斜率 ｂ和截距 ａ的解析解，必须使
用迭代法，寻找认为达到我们所需要精度的近似解。

下面给出两种处理办法。

２５１　独立加权模型解法一
Ｙｏｒｋ（１９６６）从表达式（４）着手解决这个问题，

延续其思路，以下进一步更详细地解析相关过程：

２５１．１　步骤 １

Ｓ＝∑
ｎ

ｉ＝１
［ｗ（ｘｉ）（ｘｉ－Ｘｉ）

２＋ｗ（ｙｉ）（ｙｉ－Ｙｉ）
２］

Ｓ是关于Ｘｉ、Ｙｉ的泛函，根据泛函极值条件及相关运
算法则，当Ｓ取得极值时，其一阶变分为０，即有：

δＳ ＝－∑
ｎ

ｉ＝１
２ｗ（ｘｉ）（ｘｉ－Ｘｉ）δ（Ｘｉ[ ]）－

∑
ｎ

ｉ＝１
２ｗ（ｙｉ）（ｙｉ－Ｙｉ）δ（Ｙｉ[ ]） ＝０ （２４）

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗ（ｘｉ）（ｘｉ－Ｘｉ）δ（Ｘｉ）＋

　　∑
ｎ

ｉ＝１
ｗ（ｙｉ）（ｙｉ－Ｙｉ）δ（Ｙｉ）＝０ （２５）

这里 δｓ、δ（ｘｉ）、δ（ｙｉ）分别表示 Ｓ、ｘｉ、ｙｉ的一阶变分
［此概念来自“变分法”这一数学分支学科，而变分

法则是研究求泛函极大值和极小值的方法，简单理

解，“一阶变分”类似于高等数学中的微分，有关其

详细的数学定义可参考老大中（２００４）、邵克勇等
（２０１１）］。

由于（Ｘｉ，Ｙｉ）位于最佳拟合直线上，因此有：
Ｙｉ＝ａ＋ｂＸｉ （２６）

两边同时求变分，得到：

δａ＋Ｘｉδｂ＋ｂδ（Ｘｉ）－δ（Ｙｉ）＝０ （２７）
对于不同的ｉ，（２７）式乘以各自的一个未定乘数λｉ，
并求和，得到：

δａ∑
ｎ

ｉ＝１
λｉ＋δｂ∑

ｎ

ｉ＝１
（λｉＸｉ）＋ｂ∑

ｎ

ｉ＝１
［λｉδ（Ｘｉ）］

－∑
ｎ

ｉ＝１
［λｉδ（Ｙｉ）］＝０ （２８）

（２５）＋（２８），得：

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗ（ｘｉ）（ｘｉ－Ｘｉ）＋ｂλ[ ]ｉδ（Ｘｉ{ }）＋

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗ（ｙｉ）（ｙｉ－Ｙｉ）－λ[ ]ｉδ（Ｙｉ{ }） ＋δａ∑

ｎ

ｉ＝１
λｉ＋

δｂ∑
ｎ

ｉ＝１
（λｉＸｉ）＝０ （２９）

令δ（Ｘｉ）、δ（Ｙｉ）、δａ、δｂ的系数为０，得到：

ｘｉ－Ｘｉ＝
－ｂλｉ
ｗ（ｘｉ）

（３０）

ｙｉ－Ｙｉ＝
λｉ
ｗ（ｙｉ）

（３１）

∑
ｎ

ｉ＝１
λｉ＝０ （３２）

∑
ｎ

ｉ＝１
（λｉＸｉ）＝０ （３３）

将（３０）、（３１）分别代入（２６）中，分别替换 Ｘｉ、Ｙｉ，得
到：

ｙｉ－
λｉ
ｗ（ｙｉ）

＝ａ＋ｂｘｉ＋
ｂλｉ
ｗ（ｘｉ

[ ]
）

（３４）

由（３４）式解出λｉ，得到：
λｉ＝ｗｉ（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ） （３５）

ｗｉ由（６）式给出。
２５１．２　步骤２

现在，（３２）、（３３）、（３５）一共有（ｎ＋２）个等式，
（ｎ＋２）个未知数：ａ、ｂ和λｉ。根据（３２）和（３５），有：

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）＝０ （３６）

根据（３３）和（３５），有：
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∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）Ｘｉ＝０ （３７）

将（３０）代入（３７），替换Ｘｉ，得到：

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）ｘｉ＋

ｂλｉ
ｗ（ｘｉ

[ ]
）
＝０ （３８）

进一步化简，有：

∑
ｎ

ｉ＝１
［ｗｉ（ｙｉｘｉ－ａｘｉ－ｂｘ

２
ｉ）］＋

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）

ｂλｉ
ｗ（ｘｉ

[ ]
）
＝０ （３９）

将（３５）式代入（３９）式，替换λｉ得到：

∑
ｎ

ｉ＝１
［ｗｉ（ｙｉｘｉ－ａｘｉ－ｂｘ

２
ｉ）］＋

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗ２ｉ（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）

２ ｂ
ｗ（ｘｉ

[ ]） ＝０ （４０）

这里可以通过（３６）、（４０）同时解出ａ、ｂ。
２５１．３　步骤 ３

现在，从等式（３６）中解出ａ，得到［与（１２）式形
式相同］：

ａ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉｙｉ－ｂ∑

ｎ

ｉ＝１
ｗｉｘｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ

＝ｙ－ｂｘ （４１）

这里

ｙ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
（ｗｉｙｉ）

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ
，　 ｘ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
（ｗｉｘｉ）

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ

（４２）

将（４１）式代入（４０）式，化简即得到 Ｙｏｒｋ
（１９６６）的“最小二乘立方方程”。事实上，正如
Ｍａｈｏｎ（１９９６）所认识到的，由于ｗｉ中也含有ｂ，因此
这也只是一个形式上的立方方程：

ｂ３∑
ｎ

ｉ＝１

ｗ２ｉ（ｘｉ－ｘ）
２

ｗ（ｘｉ）
－

２ｂ２∑
ｎ

ｉ＝１

ｗ２ｉ（ｘｉ－ｘ）（ｙｉ－ｙ）
ｗ（ｘｉ）

－

ｂ∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ（ｘｉ－ｘ）

２－∑
ｎ

ｉ＝１

ｗ２ｉ（ｙｉ－ｙ）
２

ｗ（ｘｉ
[ ]

）
＋

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ（ｘｉ－ｘ）（ｙｉ－ｙ）＝０ （４３）

（４３）式中，左边第一项系数化为１，得：
ｂ３－３αｂ２＋３βｂ－γ＝０ （４４）

其中

α＝

　２∑
ｎ

ｉ＝１

ｗ２ｉ（ｘｉ－ｘ）（ｙｉ－ｙ）
ｗ（ｘｉ）

　

３∑
ｎ

ｉ＝１

ｗ２ｉ（ｘｉ－ｘ）
２

ｗ（ｘｉ）

（４５）

β＝
∑
ｎ

ｉ＝１

ｗ２ｉ（ｙｉ－ｙ）
２

ｗ（ｘｉ）
－∑

ｎ

ｉ＝１
ｗｉ（ｘｉ－ｘ）

２

３∑
ｎ

ｉ＝１

ｗ２ｉ（ｘｉ－ｘ）
２

ｗ（ｘｉ）

（４６）

γ＝－
∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ（ｘｉ－ｘ）（ｙｉ－ｙ）

∑
ｎ

ｉ＝１

ｗ２ｉ（ｘｉ－ｘ）
２

ｗ（ｘｉ）

（４７）

将（４４）式看作一元三次方程，得到其三个实根为：

ｂｊ＋１ ＝α＋２ α２－槡 β·ｃｏｓ１３（φ＋２πｊ），

ｊ＝０，１，２（Ｙｏｒｋ，１９６６）

这里 ｃｏｓφ＝
α２－３２αβ＋

１
２γ

（α２－β）槡
３

Ｙｏｒｋ（１９６６）指出ｂ３是我们所需的根，因此：

ｂ＝α＋２ α２－槡 β·ｃｏｓ１３（φ＋６π） （４８）

由于α、β、γ都含有ｗｉ，而ｗｉ中也含有ｂ，因此并
不能直接从（４８）式中解出所需的斜率 ｂ。这时就
需要用到方程求根的迭代法（参见李庆扬，２００１），
用计算机编程计算（参见彭国伦，２００２）。简要说明
其原理：

① 首先给出一个 ｂ的近似值 ｂ（１），代入（６）计
算ｗｉ并将所得代入（４５）、（４６）、（４７）计算 α、β、γ，
进一步将所得代入（４８）得到ｂ（２）；

② 将ｂ（２）代入（６）计算ｗｉ并将所得代入（４５）、
（４６）、（４７）计算α、β、γ，进一步将所得代入（４８）得
到ｂ（３）；

③ 依次重复以上过程，直到 ｂ（ｋ＋１）－ｂ（ｋ） ＜ε。
这里ε是一个我们可以接受的、使得ｂ（ｋ＋１）与ｂｋ接近
几乎完全相等的数值，取决于我们所要求的斜率 ｂ
的精度。ｂ（ｋ＋１）即为所求斜率ｂ。

这时，ａ同样由（１２）式（也就是（４１）式）解出。
将（３０）、（３１）代入（７）式，得到一个极有意义的

表达式（Ｙｏｒｋ，１９６７），

Ｌｉ′的斜率 ＝－１ｂ·
ｗ（ｘｉ）
ｗ（ｙｉ）

（４９）

据此可以确定调整线的方向，可以看出，调整线的斜
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率与最佳拟合直线的斜率 ｂ符号相反，亦即调整线
位于图２所示的三角阴影区内。此等式对于２１节
至２５节都成立。
２５２　独立加权模型解法二

其它学者（ＭｃＩｎｔｙｒｅｅｔａｌ，１９６６；Ｗｅｎｄｔ，１９６９，
转引自 Ｂｒｏｏｋｓ，１９７２；ＢｏｒｃｈｅｒｄｓａｎｄＳｈｅｔｈ，１９９５
等）则从公式（５）着手，根据 Ｓ取最小值时的条件，
得出斜率和截距的计算办法。下面我们尝试推导，

Ｓ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）

２

＝∑
ｎ

ｉ＝１

ｗ（ｘｉ）ｗ（ｙｉ）
ｗ（ｘｉ）＋ｂ

２ｗ（ｙｉ）
（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）

２

令Ｓ／ａ＝０，得：

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）＝０

ａ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉｙｉ－ｂ∑

ｎ

ｉ＝１
ｗｉｘｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ

＝ｙ－ｂｘ （５０）

令Ｓ／ｂ＝０，得：

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉｘｉ（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）＋

ｂ∑
ｎ

ｉ＝１
ｗ（ｙｉ）ｗ

２
ｉ（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）

２ ＝０ （５１）

将（５０）代入（５１），化简得到：

∑
ｎ

ｉ＝１
［ｗ（ｙｉ）ｗ

２
ｉ（ｘｉ－ｘ）

２］ｂ３－

∑
ｎ

ｉ＝１
２［ｗ（ｙｉ）ｗ

２
ｉ（ｘｉ－ｘ）（ｙｉ－ｙ）］ｂ

２＋

∑
ｎ

ｉ＝１
［ｗ（ｙｉ）ｗ

２
ｉ（ｙｉ－ｙ）

２－ｗｉｘｉ（ｘｉ－ｘ）］ｂ＋

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉｘｉ（ｙｉ－ｙ）＝０ （５２）

同样可将（５２）式看作关于 ｂ的三次方程，用上
述类似的迭代法处理即可。

Ｂｏｒｃｈｅｒｄｓ和Ｓｈｅｔｈ（１９９５）并未先将（５０）式代入
（５１），而是将解三次方程的复杂性转移到迭代过程
中去。根据（５１）化简得到一个二次方程：

Ａｂ２＋Ｂｂ＋Ｃ＝０ （５３）
其中

Ａ＝ａ∑ｗ２（ｙｉ）ｗ（ｘｉ）ｘｉ－∑ｗ２（ｙｉ）ｗ（ｘｉ）ｘｉｙｉ
Ｂ＝ａ２∑ｗ２（ｙｉ）ｗ（ｘｉ）－２ａ∑ｗ２（ｙｉ）ｗ（ｘｉ）ｙｉ
＋∑ｗ２（ｙｉ）ｗ（ｘｉ）ｙ２ｉ－∑ｗ２（ｘｉ）ｗ（ｙｉ）ｘ２ｉ

Ｃ＝∑ｗ２（ｘｉ）ｗ（ｙｉ）ｘｉｙｉ－ａ∑ｗ２（ｘｉ）ｗ（ｙｉ）ｘｉ
这时开始用迭代法：

① 用普通最小二乘法得到ｂ的初始值ｂ０，代入
（５０）计算ａ，用这个ａ代入（５１）式，计算得到ｂ的两
个根。② 将ｂ的两个根及①中ａ代入（５）分别求Ｓ。
选择较小的Ｓ对应的ｂ作为新的ｂ值，记为ｂ１。③ ｂ１
再代入（５１）式，计算得到ｂ的两个根，与②类似处
理，得到ｂ２。依次重复，得到ｂ（ｊ），直到ｂ（ｋ＋１）－ｂ（ｋ） ＜
ε。ε与２５１节中相同。这时的ｂ（ｋ＋１）与对应的ａ即
为所求。

２５３　独立加权模型与其它最小二乘模型的关系
可以认为２１～２４节所述的四种模型是２５

节中的独立加权最小二乘模型的特殊情形，虽然如

此，但由于前四种情形下，能够得到斜率 ｂ的解析
解，而且实践中会有与之类似的问题，因此详细讨论

是有必要的。而独立加权最小二乘模型则无解析

解，需用迭代法进行数值计算。

２１～２４节以及 ２５２节都是用偏导数为 ０
作为取得极值的条件进行推导的，因此其解是相通

的；而２５１节则采用变分法得到，给定２５１节中
（４３）式不同的条件，进一步演算，则可得到公式
（１１）、（１５）、（２０）、（２２）。
２６　误差相关最小二乘法（ｅｒｒｏｒｃｏｒｒｅｌａｔｅｄ

ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｗｅｉｇｈｔｉｎｇｍｏｄｅｌ）
　　Ｙｏｒｋ（１９６９）将独立加权模型进一步复杂化，提
出了（１）（２）两种计算公式，并引进误差相关（系
数）ρｉ误差相关这个参数，即σ（ｘｉ）和σ（ｙｉ）之间的
线性相关系数，ρｉ "１，当其取０时，σ（ｘｉ）和σ（ｙｉ）
相互独立；当其绝对值为 １时，说明其完全线性相
关，＋１意味着正相关，－１则负相关（Ｌｕｄｗｉｇ，２００８；
梁晋文，２００１；费业泰，２０１０；褚宝增和王翠香，
２０１０）。通常所见的ＵＰｂ谐和图中，误差椭圆的方
位也就是误差相关系数的反映。对于此种最小二乘

法，不仅考虑每个点的误差，而且考虑每个点纵横坐

标误差之间的相关系数，这时所有测试点的调整线

一般不平行，且不会限制在上述２５节中所述的阴
影三角形内（图２ｆ）。

与２５节类似，也可以从（１）式着手，令 Ｓ的一
阶变分为０，或从（２）式着手，分别对 ａ、ｂ求偏导数
并令其结果为０，推演ｂ的计算过程。这里不再做详
细推导，其具体原理同上。Ｙｏｒｋ（１９６９）从（２）式着
手，得到的最小二乘平方方程为：
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ｂ２∑
ｎ

ｉ＝１
ｗ２ｉ

ＵｉＶｉ
ｗ（ｘｉ）

－
ρｉＵｉ

２

α[ ]
ｉ

＋ｂ∑
ｎ

ｉ＝１
ｗ２ｉ

Ｕｉ
２

ｗ（ｙｉ）
－
Ｖｉ
２

ｗ（ｘｉ
[ ]

）
－∑

ｎ

ｉ＝１
ｗ２ｉ

ＵｉＶｉ
ｗ（ｙｉ）

－
ρｉＶｉ

２

α[ ]
ｉ

＝０ （５４）

据此的最佳拟合直线斜率为：

　　ｂ＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ｗ２ｉ

Ｕｉ
２

ｗ（ｙｉ）
－
Ｖｉ
２

ｗ（ｙｉ
[ ]

）
＋

　
　 ∑

ｎ

ｉ＝１
ｗ２ｉ

Ｕｉ
２

ｗ（ｙｉ）
－
Ｖｉ
２

ｗ（ｙｉ
[ ]

）
＋４∑

ｎ

ｉ＝１
ｗ２ｉ

ＵｉＶｉ
ｗ（ｘｉ）

－
ρｉＶｉ

２

α[ ]
ｉ

×∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ
２ ＵｉＶｉ
ｗ（ｙｉ）

－
ρｉＶｉ

２

α[ ]
槡 ｉ

　

２∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ
２ ＵｉＶｉ
ｗ（ｘｉ）

－
ρｉＶｉ

２

α[ ]
ｉ

（５５）

或 ｂ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｗ２ｉＶｉ

Ｕｉ
ｗ（ｙｉ）

＋
ｂＶｉ
ｗ（ｘｉ）

－
ρｉＶｉ
α[ ]
ｉ

　∑
ｎ

ｉ＝１
ｗ２ｉＵｉ

Ｕｉ
ｗ（ｙｉ）

＋
ｂＶｉ
ｗ（ｘｉ）

－
ｂρｉＵｉ
α[ ]
ｉ

　
（５６）

其中：

Ｕｉ ＝ｘｉ －ｘ，Ｖｉ ＝ ｙｉ －ｙ，ｙ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
（ｗｉｙｉ）

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ
，ｘ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
（ｗｉｘｉ）

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ
，αｉ＝ ｗ（ｘｉ）ｗ（ｙｉ槡 ） （５７）

ｗｉ由（３）式给出。
ｘ、ｙ的残差分别为：

ｘｉ－Ｘｉ＝
ｗｉ（ａ＋ｂｘｉ－ｙｉ）［ρｉαｉ－ｂｗ（ｙｉ）］

ｗ（ｘｉ）ｗ（ｙｉ）

（５８）

ｙｉ－Ｙｉ＝
ｗｉ（ａ＋ｂｘｉ－ｙｉ）［ｗ（ｘｉ）－ｂρｉαｉ］

ｗ（ｘｉ）ｗ（ｙｉ）

（５９）

Ｌｉ′的斜率 ＝
ｗ（ｘｉ）－ｂρｉαｉ
ρｉαｉ－ｂｗ（ｙｉ）

（６０）

由于 ｗｉ、ｘ、ｙ、Ｕｉ、Ｖｉ中都含有 ｂ，因此（５５）和
（５６）的解答也需要用到迭代法。ａ类似，可用（１２）

式计算得到。

３　相关参数的误差估计
关于最佳拟合直线的斜率 ｂ和截距 ａ的误差

（标准差）计算，较多采用的是误差传递公式

（ＭｃＩｎｔｙｒｅｅｔａｌ．，１９６６；Ｙｏｒｋ，１９６６，１９６９；Ｂｒｏｏｋｓ
ｅｔａｌ．，１９７２；Ｋｕｌｌｅｒｕｄ，１９９１；Ｍａｈｏｎ，１９９６），而
Ｙｏｒｋ（１９６９）所 给 的 误 差 公 式 则 存 在 错 误
（ＴｉｔｔｅｒｉｎｇｔｏｎａｎｄＨａｌｌｉｄａｙ，１９７９；Ｍａｈｏｎ，１９９６）。
ＴｉｔｔｅｒｉｎｇｔｏｎａｎｄＨａｌｌｉｄａｙ（１９７９）用最大似然法所讨论
的结果与误差传递公式的计算结果相同。Ｓｈｅｔｈ等
（１９９６）则提出了另一种标准差的计算方法。无论
哪种算法，都是对标准差的近似估计，这里主要介绍

前者。而另一个至关重要的问题是在得到标准差

后，如何确定置信区间。

３１　标准差的计算
这里以误差相关的最小二乘模型为例介绍，其

它模型可以通过相关参数取特殊值得到，也可用类

似的方法进行推导。记（５６）式为 Ｆ（ｂ，ｘｉ，ｙｉ）＝０，
即：

Ｆ＝ｂ２∑
ｎ

ｉ＝１
ｗ２ｉ

ＵｉＶｉ
ｗ（ｘｉ）

－
ρｉＵｉ

２

α[ ]
ｉ

＋ｂ∑
ｎ

ｉ＝１
ｗ２ｉ

Ｕｉ
２

ｗ（ｙｉ）
－
Ｖｉ
２

ｗ（ｘｉ
[ ]

）
－∑

ｎ

ｉ＝１
ｗ２ｉ

ＵｉＶｉ
ｗ（ｙｉ）

－
ρｉＶｉ

２

α[ ]
ｉ

（６１）

根据误差传递公式（省略泰勒序列的高次项），有（ＴｉｔｔｅｒｉｎｇｔｏｎａｎｄＨａｌｌｉｄａｙ，１９７９；Ｍａｈｏｎ，１９９６；费业泰，
２０１０）：

σｂ
２∑

ｎ

ｉ＝１

ｂ
ｘ( )
ｉ

２
·σ２（ｘｉ）＋ ｂ

ｙ( )
ｉ

２
·σ２（ｙｉ）＋２ρｉσ（ｘｉ）σ（ｙｉ） 

ｂ
ｘ( )
ｉ
· ｂ
ｙ( )[ ]
ｉ

（６２）

根据隐函数求导公式（同济大学应用数学系，２００２），
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ｂ
ｘｉ
＝－
　 Ｆ
ｘｉ
　

Ｆ
ｂ

，
ｂ
ｙｉ
＝－
　 Ｆ
ｙｉ
　

Ｆ
ｂ

（６３）

以上两式联立，就可得到Ｍａｈｏｎ（１９９６）所用的公式：

σｂ
２
∑
ｎ

ｉ＝１

Ｆ
ｘ( )
ｉ

２
·σ２（ｘｉ）＋ Ｆ

ｙ( )
ｉ

２
·σ２（ｙｉ）＋２ρｉσ（ｘｉ）σ（ｙｉ）

Ｆ
ｘ( )
ｉ

Ｆ
ｙ( )[ ]
ｉ

Ｆ
( )ｂ

２ （６４）

或 σｂ
２
∑
ｎ

ｉ＝１

Ｆ
ｘ( )
ｉ

２
·

１
ｗ（ｘｉ）

＋ Ｆ
ｙ( )
ｉ

２
·

１
ｗ（ｙｉ）

＋
２ρｉ

ｗ（ｘｉ）ｗ（ｙｉ槡 ）
· Ｆ
ｘ( )
ｉ
· Ｆ
ｙ( )[ ]
ｉ

Ｆ
( )ｂ

２ （６５）

对于截距ａ的误差，也可采用类似的方法，将（１２）式看作关于ｘｉ、ｙｉ的函数，有：

σ２ａ∑
ｎ

ｉ＝１

ａ
ｘ( )
ｉ

２

σ２（ｘｉ）＋ ａ
ｙ( )
ｉ

２

σ（ｙｉ）＋２ρｉσ（ｘｉ）σ（ｙｉ） 
ａ
ｘ( )
ｉ

ａ
ｙ( )[ ]
ｉ

（６６）

将 Ｆ／ｘｉ、Ｆ／ｙｉ、Ｆ／ｂ、ａ／ｘｉ、ａ／ｙｉ代入（６４）
（６６）式，得到以下两式（Ｍａｈｏｎ，１９９６；Ｔｉｔｔｅｒｉｎｇｔｏｎ
ａｎｄＨａｌｌｉｄａｙ，１９７９）：

σｂ ＝
１

∑
ｎ

ｉ＝１
［ｗｉ（ｘｉ－ｘ）］

（６７）

σａ ＝
σ２ｂ∑

ｎ

ｉ＝１
（ｗｉｘ

２
ｉ）

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ

（６８）

Ｙｏｒｋ（１９６９）中认为可以将点关于最佳拟合直
线的分散程度考虑在内，进行误差估计，得到扩展的

不确定度（Ｙｏｒｋ，１９６６，１９６９；Ｋｕｌｌｅｒｕｄ，１９９１），即：

σｂｅｘｐ＝σｂ槡ＭＳＷＤ，

σａｅｘｐ＝σａ槡ＭＳＷＤ （６９）
有关ＭＳＷＤ的介绍见下。Ｍａｈｏｎ（１９９６）认为这种做
法是从数学角度来说是不严格的，如果 ＭＳＷＤ小于
１的话，就会降低误差。因此在实践中如若用到，一
定要指明。

３２　确定置信区间
通常给标准差（σｂ和 σａ；代表６８％ 的置信区

间）乘以２（更准确地说是１９６，表１），得到斜率ｂ和
截距ａ９５％ 的置信区间。事实上，这样做的前提是
用于进行等时线拟合的样品数据点足够多（即 ｎ较
大），且斜率和截距的计算结果服从正态分布。这

时，平均值附近的２σ（１９６σ）区间，代表了概率密
度曲线中９５％ 的面积区域。当拟合数据点较少时，
就需要乘以ｔ－分布的α（这里取００２５，对应于９５％

的置信区间）分位点ｔｎ－２（α＝００２５）（参见褚宝增
和王翠香等，２０１０）（Ｍａｈｏｎ，１９９６；Ｌｕｄｗｉｇ，２００８）。
这时：

ｂ＝ｂ ±ｔｎ－２（α＝００２５）·σｂ，ａ＝ａ ±ｔｎ－２（α
＝００２５）·σａ（ｂ 表示最佳斜率，ａ 同）。
当数据点较少时，斜率的误差会非常大，正因为

如此，Ｌｕｄｗｉｇ（１９９８，２０００，２００３，２００８等）一直强调
避免３点或４点等时线。

４　ＭＳＷＤ
根据 Ｗｅｎｄｔ和 Ｃａｒｌ（１９９１），ＭＳＷＤ（ｍｅａｎ

ｓｑｕａｒｅｄｗｅｉｇｈｔｅｄｄｅｖｉａｔｉｏｎ）计算方法为：

ＭＳＷＤ＝１ｆ∑（ｙｉ－ｂｘｉ－ａ）·ｗｉ （７０）

其中ｆ＝ｎｋ，为自由度，对于加权且固定截距的线性
回归，ｋ取１，而对于无限制条件的线性回归，ｋ取２
（Ｍａｈｏｎ，１９９６），ｎ表示拟合所用的数据点数目。ｗｉ
如（３）式或（６）式所示。据此可知，这里：

ＭＳＷＤ＝Ｓ


ｆ （７１）

即最佳拟合直线所对应的偏差平方和（Ｓ）的平均
值。根据以上３中的讨论可知，Ｓ的大小反映了所
有数据点偏离最佳等时线的总距离，当所有数据点

严格位于最佳等时线时，Ｓ取值为 ０，当然 ＭＳＷＤ
也为０，当然这种情况是绝对理想化的。

Ｗｅｎｄｔ和Ｃａｒｌ（１９９１）系统论证了ＭＳＷＤ的统计
规律，指出当所有数据点对最佳拟合直线的偏离如

果仅由分析过程中的随机误差所引起，那么ＭＳＷＤ
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表 １不同自由度所对应的ＭＳＷＤ临界值
Ｔａｂｌｅ１ＴｈｅｃｒｉｔｉｃａｌＭＳＷＤｖａｌｕｅｓｖｅｒｓｕｓｄｅｇｒｅｅ

ｏｆｆｒｅｅｄｏｍ

自由度（ｆ） 平均值 中值 ＬＭＳＷＤ（９５％）ＨＭＳＷＤ（９５％）

１ １０ ０４５５ ０００１ ５０２０
２ １０ ０６９４ ００２５ ３６９０
３ １０ ０７９０ ００７２ ３１１７
４ １０ ０８４０ ０１２１ ２７７５
５ １０ ０８７０ ０１６６ ２５６０
６ １０ ０８９２ ０２０７ ２４００
７ １０ ０９０７ ０２４１ ２２８６
８ １０ ０９１８ ０２７３ ２１８８
９ １０ ０９２７ ０３００ ２１１１
１０ １０ ０９３４ ０３２５ ２０５０
１１ １０ ０９３６ ０３４７ １９９１
１２ １０ ０９４２ ０３６７ １９４２
１３ １０ ０９４６ ０３８５ １９００
１４ １０ ０９５０ ０４０２ １８６４
１５ １０ ０９５３ ０４１７ １８３３
１６ １０ ０９５６ ０４３２ １８００
１７ １０ ０９５９ ０４４５ １７７６
１８ １０ ０９６１ ０４５７ １７５０
１９ １０ ０９６３ ０４６９ １７３２
２０ １０ ０９６５ ０４８０ １７１０
２１ １０ ０９６７ ０４９０ １６９０
２２ １０ ０９６８ ０５００ １６７３
２３ １０ ０９７０ ０５０９ １６５７
２４ １０ ０９７１ ０５１７ １６４２
２５ １０ ０９７２ ０５２４ １６２４
３０ １０ ０９７７ ０５６０ １５６７
４０ １０ ０９８３ ０６１０ １４８３
５０ １０ ０９８６ ０６４８ １４２８
６０ １０ ０９８８ ０６７５ １３８８
７０ １０ ０９９０ ０６９７ １３５７
８０ １０ ０９９１ ０７１５ １３３８
９０ １０ ０９９２ ０７２９ １３１１
１００ １０ ０９９３ ０７４２ １３００

注：此表给出了当数据点对最佳拟合直线的偏离仅由测试随机

误差所引起时，ＭＳＷＤ的临界值，据 Ｍａｈｏｎ（１９９６）。另据 Ｗｅｎｄｔ

和Ｃａｒｌ（１９９１），ＨＭＳＷＤ（９５％）约为１＋２
２
槡ｆ。

Ｎｏｔｅ：ＴｈｉｓｔａｂｌｅｓｈｏｗｓｔｈｅｃｒｉｔｉｃａｌＭＳＷＤｖａｌｕｅｓｖｅｒｓｕｓｄｅｇｒｅｅｏｆ
ｆｒｅｅｄｏｍｗｈｅｎｔｈｅｄａｔａｐｏｉｎｔｓａｒｅａｗａｙｆｒｏｍｔｈｅｂｅｓｔｆｉｔｌｉｎｅｏｎｌｙｄｕｅ
ｔｏｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ，ａｆｔｅｒＭａｈｏｎ（１９９６）。ＷｅｎｄｔａｎｄＣａｒｌ

（１９９１）ａｌｓｏｐｏｉｎｔｏｕｔｔｈａｔｔｈｅＨＭＳＷＤ（９５％）ｉｓａｂｏｕｔ１＋２
２
槡ｆ

的平均值恒为１，１σ＝± ２
槡ｆ

，９５％的置信区间的

上界约为１＋２ ２
槡ｆ

，其概率密度曲线却是非对称

的。表１给出了此种情况下，ＭＳＷＤ的９５％置信区
间的临界值，其中用 ＨＭＳＷＤ表示 ＭＳＷＤ的９５％的置

信区间的上界，类似 ＬＭＳＷＤ表示下界。这意味着
ＭＳＷＤ低于ＬＭＳＷＤ的情况出现的概率只有２５％（除
非分析误差估计过高），而ＭＳＷＤ值高于ＨＭＳＷＤ的情
况也只有２５％的概率（除非有分析误差之外的误
差存在，或者数据点不符合线性条件）。同时，从表

１可以看出，ＨＭＳＷＤ并非一个固定的值，而且 ＭＳＷＤ
的中值与平均值１也不一致，当自由度增大时，中值
逐渐靠近平均值１。

接下来一个重要的问题是在同位素地质年代学

中，如何应用 ＭＳＷＤ对拟合结果进行解释。通常可
能会这样认为，当测试所得的 ＭＳＷＤ小于对应自由
度的ＨＭＳＷＤ时，说明拟合效果较好，具有地质意义；
反之高于时，则需要重新考虑是否样品完全符合测

年条件。是否如陈骏和王鹤年（２００４）所述“当
ＭＳＷＤ＞２５时，很可能是一条误差等时线”，或如韩
吟文和马振东（２００３）所述，“该值越小，等时线质量
越好。当存在地球化学误差时，ＭＳＷＤ＞１；当不存
在地球化学误差时，ＭＳＷＤ≤１”。问题似乎并没有
这么简单，Ｋａｌｓｂｅｅｋ（１９９２）、Ｗｅｎｄｔ（１９９２）对此已
经做了一些讨论。

首先，需要明确的是，ＭＳＷＤ值明显受对实验分
析误差估计准确性的影响（陈道公，２００９；这点可从
公式（７０）与（１）至（６）明显地看出），只有在使用最
小二乘法（或最大似然法）拟合等时线，且对数据点

的误差估计准确时，ＭＳＷＤ才可作为检验拟合结果
的参数（Ｍａｈｏｎ，１９９６）。但实际研究工作中，这点
并没有得到重视，笔者查阅了一些近年来用 ＲｂＳｒ
等时线法测年的文章发现，许多文章并未交代等时

线拟合中相关变量的（分析）误差估计，却使用

ＭＳＷＤ对拟合结果进行评价，如李真真等（２００９）、
李光来等（２０１１）、张臣（１９９８）、蓝廷广等（２０１１）、祝
禧艳等（２０１０）、周雄等（２０１０）、陈江峰等（２００３）、魏
俊浩等（２００３）、毛光周等（２００８）。而给出了误差的
文献中，对分析误差估计的方式依然存在着不明确

性。李秋立等（２００６）明确指出拟合时，ｎ（８７Ｒｂ）／
ｎ（８６Ｓｒ）比值采用２％误差、Ｓｒ同位素比值采用保守
外精度误差００５％；姚海涛等（２００１）选用ｎ（８７Ｒｂ）／
ｎ（８６Ｓｒ）、ｎ（８７Ｓｒ）／ｎ（８６Ｓｒ）的分析误差分别为
１５％、００２％，并提及这是“一般的全岩 ＲｂＳｒ等时
线法定年的分析误差”；杨进辉和周新华（２０００）则
只提及ｎ（８７Ｒｂ）／ｎ（８６Ｓｒ）的输入误差为０５％～２％。

其次，根据上述３、４部分的详细介绍可知，这里
仅考虑了实验分析误差，且给出了仅由分析过程中

的随机误差引起数据点对最佳拟合直线偏离时，
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ＭＳＷＤ的概率分布情况。但事实上，数据点对最佳
拟合直线的偏离（甚至靠近），不仅可能来自实验分

析误差，而且还有可能来自地质背景、每个样品本

身、以及测年方法的选择，但对于除实验分析误差之

外的其它误差，目前似乎并没有合理的方法将其定

量化（Ａｌｌｅｇｒｅ，２００８），因此在拟合时，也仅考虑了实
验测试误差。实际研究中所用样品，更多地是接近

而非完全满足同位素测年所需的条件，这就必然降

低ＭＳＷＤ对拟合结果的评判意义。以等时线法为
例，测年样品不一定真正具有完全相同的初始同位

素比值（见 Ｚｈｅｎｇ，１９８９），同位素体系能够在所研
究对象内不一定能够完全封闭。这样的话，一方面，

９５％的置信边界只是表明当数据点的分散仅是由测
试过程中的随机误差所引起时，ＭＳＷＤ会有９５％的
可能性落在这个区间内，但并不排除存在其它因素

导致ＭＳＷＤ落入这个区域的可能性，并且这种可能
性有多大是未知的；另一方面，对于 ＭＳＷＤ落入其
９５％置信区间外的情况，也有可能是可以接受的。

基于此，在应用同位素地质年代学方法对地质

体进行年代测定时，需尽量选择符合所用方法基本

假设的样品，并且尽可能地准确估计分析测试误差。

在此基础上，当 ＭＳＷＤ落入９５％的置信区间内时，
说明测试结果线性相关程度良好，在尽可能地降低

其他因素影响的情况下，所获年龄具有较大的参考

意义。而当ＭＳＷＤ落入９５％的置信区间外时，且测
试误差估计准确、ＭＳＷＤ不至于过大时，拟合结果仍
有一定参考意义。当然 ＭＳＷＤ十分大时，则需要慎
重对待测年结果。除此之外，更要结合地质背景，对

所得结果进行检验。

５　讨论
在同位素地质年代学研究中，最小二乘法直线

拟合是一种常用的数学处理方法。虽然普通最小二

乘法广为人知，但由于拟合所用数据点均为测试所

得同位素比值，纵横坐标变量均存在误差甚至误差

相关，而普通最小二乘法假设一个变量不存在误差

的前提条件已经不能成立。因此，需要建立更加符

合数据本身特点的拟合方法。

基于此，我们在前人研究的基础上，对最小二乘

法进行了系统性地总结与研究。详细介绍了普通最

小二乘法、加权普通最小二乘法、标准加权最小二乘

法、标准独立加权最小二乘法、独立加权最小二乘法

以及误差相关最小二乘法，给出了各自的“最小二

乘”原理，以及拟合直线斜率、截距及其误差的计算

方法。在将相关数学计算方法进一步完善并系统化

的同时，也阐明了各种最小二乘模型之间的相互关

系。误差相关最小二乘法可以看作是最一般的情

形，而独立加权、标准独立加权、标准加权、普通最小

二乘法则可看作是其一步步“特殊化”的情形。误

差相关、独立加权这两种最小二乘法没有数值解，需

要借助计算机编程后用迭代法得到其近似解，文中

给出了迭代的具体算法；而前四种最小二乘法则具

有数值解。

可以看出，不同的拟合模型对应于不同的假设

条件，这允许根据数据本身的特点，选择合适的模型

进行拟合。如对于 ＵＰｂ不一致曲线，只能选择误
差相关最小二乘法，而对于 ＲｂＳｒ、ＳｍＮｄ、ＫＡｒ、Ｒｅ
Ｏｓ等时线法等，则可选用最一般形式的独立加权最
小二乘法。当然，如果数据有符合标准独立加权、标

准加权、（普通）最小二乘法的假设条件的，即可采

用这些简化的模型，从而简化计算。这里，笔者发现

对于ＲｂＳｒ、ＳｍＮｄ等时线法，由于ｎ（８７Ｒｂ）／ｎ（８６Ｓｒ）
［ｎ（１４７Ｓｍ）／ｎ（１４４Ｎｄ）］的实验误差比 ｎ（８７Ｓｒ）／
ｎ（８６Ｓｒ）［ｎ（１４３Ｎｄ）／ｎ（１４４Ｎｄ）］要大许多，因此采用普
通最小二乘法或加权普通最小二乘法，将数据点偏

离 拟 合 直 线 的 原 因 全 部 归 于 横 坐 标 ｘ
ｎ（８７Ｒｂ）／ｎ（８６Ｓｒ）、ｎ（１４７Ｓｍ）／ｎ（１４４Ｎｄ[ ]），或许是可
以接受的。

我们进一步澄清了参数 ＭＳＷＤ对于同位素地
质年代测定结果的参考意义。理论上，在拟合直线

时，应该考虑包括每个样品的采样、地质背景、方法

应用及实验分析所带来的所有误差，但实际上只有

实验分析误差是可定量估计的。因此，拟合过程中

我们只考虑了实验分析误差。鉴于此，在所选样品

尽量符合所用测年方法原理的基础上，如果实验分

析误差估计准确，那么当ＭＳＷＤ落入其９５％的概率
区间内或不至于太大时，拟合结果具有较大的参考

意义，但也不排除错误的测年结果存在的可能性。

当ＭＳＷＤ过于大时，则需慎重。当然，由于地质“未
知”世界的复杂性，在评价拟合结果时，也需要结合

已有的地质知识进行判别。实际研究中，对于每一

个数据点，更需将其看作“一个个同位素比值”，而

非“一个个年龄”。

同位素年代学研究方法是建立在一定的假设基

础之上的，根据地质样品本身的规律，对这些假设予

以统计学修正，应该是今后发展的一个方向。这也

有利于以地质学内容为素材，开拓新的方法。我们

的研究对于其他自然科学及社会科学领域内，相似
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问题的解决也具有一定的参考意义。

６　结论
本文对最小二乘直线拟合这一同位素地质年代

学中常用的统计方法进行了总结，详解了其数学原

理与实现过程，实现了从普通最小二乘模型到误差

相关最小二乘模型的统一。不同类型的最小二乘模

型对应于不同的假设条件，研究者可据其数据特点

进行选择。对于 ＵＰｂ不一致曲线，只能选择误差
相关最小二乘法，而对于 ＲｂＳｒ、ＳｍＮｄ、ＫＡｒ、ＲｅＯｓ
及其它等时线，除可选用最一般形式的独立加权最

小二乘法，也可据数据特点，选择标准独立加权、标

准加权、普通最小二乘法等简化模型计算。在此基

础上，我们进一步澄清了 ＭＳＷＤ这一参数对拟合结
果的评判意义。准确理解这些，对于我们更好地应

用相关测年方法，评价测年结果的可靠性至关重要。

我们的研究也可用于其他领域内相似问题的研究

中。
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