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内容提要：本文讨论了一种新的数学工具，即惯量投影椭球（和椭圆），在具有任意形状构造变形体的变形描述

与应变分析中的意义。论证了在均匀的递进变形过程中，构造标志体惯量投影椭球的变形与其自身的变形保持一

致，两者遵循同样的均匀变形方程。在进行构造变形描述和分析时，构造标志体形状与其惯量投影椭球是等效的。

惯量投影椭球具有有限应变椭球相同的性质，可以用来描述任意形状构造标志体的变形，并可以替代具有任意形状

构造标志体进行变形分析。先前适用于椭圆形标志体变形分析的方法均可应用于具有任意形状的构造标志体。这

将为我们对具有任意形状的构造标志体变形的描述和分析提供方便和有用的数学工具。
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　　应变分析已经成为计算构造变形的重要方法。
应变测量是理解地壳从微观到宏观整个变形过程和

变形结果的有用工具。已有的应变分析方法都是基

于变形标志体的形态特征。Ｒａｍｓａｙ（１９６７）最早提
出了基于椭圆标志体的应变分析方法 Ｒｆ／ｆ法。
随后，大量的图形分析和数学分析方法被提出

（Ｄｕｎｎｅｔ，１９６９；Ｅｌｌｉｏｔｔ，１９７０；ＤｕｎｎｅｔａｎｄＳｉｄｄａｎｓ，
１９７１；Ｍａｔｔｈｅｗｓｅｔａｌ．，１９７４；Ｂｏｒｒａｄａｉｌｅ，１９７６；
ＳｈｉｍａｍｏｔｏａｎｄＩｋｅｄａ，１９７６；Ｌｉｓｌｅ，１９７７ａ，ｂ，１９８５，
１９９４；ＰｅａｃｈａｎｄＬｉｓｌｅ，１９７９；Ｆｒｙ，１９７９；Ｙｕａｎｄ
Ｚｈｅｎｇ，１９８４；Ｅｒｓｌｅｖ，１９８８，１９９０；Ｂｏｒｒａｄａｉｌｅ，１９８７；
ＭｃＮａｕｇｈｔ，１９９４；Ａｉｌｌｅｒｅｓ，１９９４，１９９５；Ｍｕｌｃｈｒｏｎｅ
ａｎｄＭｅｅｒｅ，２００１；Ｍｕｌｃｈｒｏｎｅｅｔａｌ．，２００３，２００４）。
其中，Ｒｏｂｉｎ（１９７７）的应变分析方法可以用于非椭
圆形状标志体的应变分析。Ｍｕｌｃｈｒｏｎｅ等 （２００４）
讨论了基于边界或区域的椭圆拟合方法将标志体拟

合成椭圆是否可以应用于应变测量，以便于将先前

大量的数学分析方法应用于任意形状的标志体。

本文通过进一步研究，提出了一种新的可以用

于构造变形定量分析的数学工具。讨论了惯量投影

椭球（和椭圆）对描述具有任意形状构造变形体的

变形特征的意义。论证了在均匀的递进变形过程

中，惯量投影椭球的变形与有限应变椭球保持一致。

基于惯量矩的物理定义，惯量投影椭球本质上描述

了任意形状体介质在空间中的相对分布特性。在均

匀变形过程中，惯量投影椭圆的变形也遵循同样的

均匀变形方程。

因此，惯量投影椭圆可以用来描述任意形状二

维构造标志体的变形，并可以替代具有任意形状构

造标志体进行变形分析。先前适用于椭圆形标志体

变形分析的方法均可应用于具有任意形状的构造标

志体。此外，在进行构造变形描述和分析时，构造标

志体形状与其惯量投影椭圆是等效的。这将为我们

对具有任意形状的构造标志体变形的描述和分析提

供方便和有用的数学工具。

１　 惯量投影椭球的定义和计算
１．１　惯量投影椭球的定义

对于中心位于笛卡尔坐标系中心的均匀刚体，

令过其中心的任一旋转轴为 Ｌ，Ｌ在三个坐标轴上
的方向余弦分别定义为α、β、γ。

则该刚体的惯量矩定义 （周衍柏，１９７９）为：

Ｉｘｘ ＝Ｇ（ｙ２＋ｚ２）ｄｘｄｙｄｚ （１）

Ｉｙｙ ＝Ｇ（ｚ２＋ｘ２）ｄｘｄｙｄｚ （２）



Ｉｚｚ＝Ｇ（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙｄｚ （３）

图１　 （ａ）刚体相对旋转轴的转动惯量；（ｂ）为惯量投影椭球的定义
Ｆｉｇ．１　（ａ）ＡｒｉｇｉｄｂｏｄｙａｎｄｔｈｅＩｎｅｒｔｉａｍｏｍｅｎｔｓｒｅｌａｔｉｖｅｔｏｔｈｅｒｏｔａｔｉｏｎａｘｉｓ；

（ｂ）ｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｉｎｅｒｔｉａｍｏｍｅｎｔｓｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｅｌｌｉｐｓｏｉｄ

Ｉｙｚ＝Ｇｙｚｄｘｄｙｄｚ （４）

Ｉｚｘ ＝Ｇｚｘｄｘｄｙｄｚ （５）

Ｉｘｙ ＝Ｇｘｙｄｘｄｙｄｚ （６）

其中Ｉｘｘ、Ｉｙｙ和 Ｉｚｚ为刚体相对坐标轴的惯量矩，
即惯性力矩；Ｉｙｚ、Ｉｚｘ和 Ｉｘｙ为刚体相对坐标轴的惯量
积。则刚体相对旋转轴 Ｌ的转动惯量定义为（周衍
柏，１９７９）：

Ｉ＝Ｉｘｘα
２＋Ｉｙｙβ

２＋Ｉｚｚγ
２－２Ｉｙｚβγ－

２Ｉｚｘγα－２Ｉｘｙαβ （７）
定义位于旋转轴Ｌ上的向量ｒ：

ｒ＝１

槡Ｉ
（８）

则向量ｒ在三个坐标轴上的投影分别为：
ｘ＝ｒα （９）
ｙ＝ｒβ （１０）
ｚ＝ｒγ （１１）
方程（７）可改写为：
ｒ２Ｉ＝Ｉｘｘｘ

２＋Ｉｙｙｙ
２＋Ｉｚｚｚ

２－２Ｉｙｚｙｚ＋
２Ｉｚｘｚｘ－２Ｉｘｙｘｙ＝１ （１２）

向量ｒ的端点在三维空间中的轨迹构成一个二
次曲面，该二次曲面的中心位于笛卡尔坐标系原点

（图１）。
该曲面为一封闭曲面。因此是一个椭球面，即

定义为惯量投影椭球。对于该惯量投影椭球，其通

过坐标原点的任一截面为一个二维椭圆。对于刚体

在二维平面上的切片，其对应的惯量投影椭圆为：

Ｉｘｘｘ
２＋Ｉｙｙｙ

２－２Ｉｘｙｘｙ＝１ （１３）
基于惯量矩的物理定义，惯量投影椭球本质上

描述了介质在空间中的相对分布特性。惯量投影椭

球在空间中的介质分布与理论力学性质和其对应的

刚体是等效的。即，具有任意形状的标志体介质在

三维空间中的相对分布特征和力学运动特征可以用

惯量投影椭球体来描述和取代。

１．２　惯量投影椭球的计算
惯量投影椭球可以写成如下的矩阵形式，即惯

量矩阵：

　 Ｉｘｘ　　－Ｉｘｙ　　－Ｉｘｚ
－Ｉｙｘ　　 Ｉｙｙ　　－Ｉｙｚ
－Ｉｚｘ　　－Ｉｚｙ　　 Ｉ











ｚｚ

（１４）

矩阵（１４）为对称矩阵。求解该矩阵的特征值
和特征向量，其特征值即为惯量投影椭球的三个主

半轴长，特征向量为该惯量投影椭球的三个主轴方

位。

通常情况下，实际的构造变形分析位于二维平

面上。在二维截面上，方程（１３）的椭圆参数可以通
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过下式计算：

ａ＝
２Ｉｘｘ＋Ｉｙｙ＋ （Ｉｘｘ－Ｉｙｙ）

２＋４Ｉｘｙ槡
[ ]２

槡 Ａ
（１５）

ｂ＝
２Ｉｘｘ＋Ｉｙｙ－ （Ｉｘｘ－Ｉｙｙ）

２＋４Ｉｘｙ槡
[ ]２

槡 Ａ
（１６）

ａ和ｂ分别为椭圆长短半轴，Ａ为该截面面积。
椭圆长短轴比为：

Ｒｓ＝
Ｉｘｘ＋Ｉｙｙ＋Δ
Ｉｘｘ＋Ｉｙｙ－槡 Δ

（１７）

椭圆长轴方位为：

θ＝ａｒｃｔａｎ １２Ｉｘｙ
（Ｉｘｘ－Ｉｙｙ）－[ ]Δ （１８）

其中，Δ＝ （Ｉｘｘ－Ｉｙｙ）
２＋４Ｉｘｙ槡

２ （１９）

２　惯量投影椭球对变形的描述意义
本文通过对二维矩形体和任意形状标志体在均

匀变形过程中的惯量投影椭圆的计算，讨论惯量投

影椭球（或椭圆）对任意形状标志体的变形描述意

义。

２．１　纯剪切变形矩形的惯量投影椭圆性质
对于矩形薄片在纯剪切变形过程中的惯量投影

椭圆的计算和分析如图２所示。未变形的单位矩形
薄片，通过方程（１）～（６）计算其惯量矩，得到对应
惯量投影椭圆为：

ｘ２＋ｙ２ ＝３４ （２０）

该惯量投影椭圆为一个形式上与单位圆一致的

标准圆。

对于纯剪切变形，任意一点的位移方程为：

ｘｄ ＝（１＋ｅ１）ｘ＝ λ槡 １ｘ （２１）

ｙｄ ＝（１＋ｅ２）ｙ＝ λ槡 ２ｙ （２２）
（ｘ，ｙ）为一点在变形前的坐标，（ｘｄ，ｙｄ）为该点

在变形后的坐标。

在纯剪切变形过程中，单位圆变形为椭圆，即有

限应变椭圆。有限应变椭圆方程为：

ｘ２

λ１
＋ｙ

２

λ２
＝１ （２３）

通过位移方程（２１）、（２２）及惯量矩定义方程
（１）～（６），计算单位矩形在纯剪切变形后的惯量
投影椭圆为（图２）：

ｘ２

λ１
＋ｙ

２

λ２
＝ ３
４（λ１λ２）

３／２ （２４）

方程（２４）给出的惯量投影椭圆的方程形式与
有限应变椭圆一致。其长短轴比与有限应变椭圆长

短轴比相同。在纯剪切变形过程中，惯量投影椭圆反

映了矩形的纯剪切变形，与有限应变椭圆具有相同

的椭圆参数。

２．２　简单剪切变形矩形的惯量投影椭圆性质
对于矩形薄片在简单剪切变形过程中的惯量投

影椭圆的计算和分析如图３所示。
对于简单剪切变形，任意一点的位移方程为：

ｘｄ ＝ｘ＋γｙ （２５）
ｙｄ ＝ｙ （２６）
γ为剪应变：
γ＝ｔａｎΨ （２７）
（ｘ，ｙ）和（ｘｄ，ｙｄ）分别为一点在变形前后的

坐标。

在简单剪切过程中，变形由有限应变椭圆给出：

ｘ２＋（１＋γ２）ｙ２－２γｘｙ＝１ （２８）
单位矩形经过简单剪切将变形为平行四边形。

其变形后惯量矩通过位移方程（２５）、（２６）及惯量矩
定义（１）～（６）计算，如图（３）。其变形后惯量投影
椭圆为：

ｘ２＋（１＋γ２）ｙ２－２γｘｙ＝３４ （２９）

其表达式和椭圆参数与式（２８）给出的应变椭
圆方程相同。惯量投影椭圆同样给出了矩形的简单

剪切变形。

２．３　均匀变形中任意形状多边形
的惯量投影椭圆性质

　　对于具有任意形状的变形标志体在二维截面上
为具有任意形状的多边形区域。变形分析所采用的

坐标系以及坐标系的旋转并不影响变形分析结果的

一般性。任何一般的均匀变形均可等效为纯剪切变

形和某一刚性转动的结果（Ｍｕｌｃｈｒｏｎｅ，２００２）。因
此，我们讨论有限应变椭圆的长轴位于笛卡尔坐标

系Ｘ轴的纯剪切变形并不失一般性。
对于具有任意形状的多边形区域的纯剪切变形

和惯量投影椭圆的计算如图４所示。其在变形初始
时刻的惯量投影椭圆为：

ＩｘｘＩｎｉｔｘ
２＋ＩｙｙＩｎｉｔｙ

２－２ＩｘｙＩｎｉｔｘｙ＝１ （３０）
ＩｘｘＩｎｉｔ、ＩｙｙＩｎｉｔ和 ＩｘｙＩｎｉｔ为多边形区域在变形初始的

惯量矩。

对于纯剪切变形，任意一点的位移方程为：

ｘＤｅｆ＝（１＋ｅ１）ｘ＝ λ槡 １ｘ （３１）

ｙＤｅｆ＝（１＋ｅ２）ｙ＝ λ槡 ２ｙ （３２）
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图 ２单位矩形的纯剪切变形及惯量椭圆计算
Ｆｉｇ．２Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｐｕｒｅｓｈｅａｒｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆａｓｑｕａｒｅ

（ａ）变形前的单位圆和变形后的有限应变椭圆；（ｂ）单位正方形变形为矩形；（ｃ）变形前单位矩形的惯量矩和变形后矩形的惯量矩；
（ｄ）变形前单位正方形的惯量投影椭圆及变形后矩形的惯量投影椭圆；（ｅ）单位矩形在变形前后的惯量投影椭圆方程
（ａ）ｓｈｏｗｓｏｎｅｕｎｉｔｃｉｒｃｌｅｉｎｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅａｎｄｏｎｅｆｉｎｉｔｅｓｔｒａｉｎｅｌｌｉｐｓｅａｆｔｅｒｐｕｒｅｓｈｅａｒｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ；（ｂ）ｓｈｏｗｓｏｎｅｓｑｕａｒｅｉｎｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅａｎｄｔｈｅ
ｄｅｆｏｒｍｅｄｒｅｃｔａｎｇｌｅｉｎｔｈｅｓａｍｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ；（ｃ）ｓｈｏｗｓｔｈｅｉｎｅｒｔｉａｍｏｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅｓｑｕａｒｅｉｎｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅａｎｄｔｈｅｉｎｅｒｔｉａｍｏｍｅｎｔｓｏｆｄｅｆｏｒｍｅｄ
ｒｅｃｔａｎｇｌｅｉｎｔｈｅｓａｍｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ；（ｄ）ｓｈｏｗｓｔｈｅＩＭＰｅｌｌｉｐｓｅｏｆｔｈｅｓｑｕａｒｅｉｎｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅａｎｄｔｈｅＩＭＰｅｌｌｉｐｓｅｏｆｄｅｆｏｒｍｅｄｒｅｃｔａｎｇｌｅｉｎｔｈｅｓａｍｅ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ；（ｅ）ｓｈｏｗｓｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆＩＭＰｅｌｌｉｐｓｅｂｏｔｈｉｎｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅａｎｄａｆｔｅｒｔｈｅｓａｍｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

（ｘ，ｙ）和（ｘＤｅｆ，ｙＤｅｆ）分布为一点变形前后的坐
标，初始时刻区域 在变形后为区域Ｇ。

通过式（１）～（６）计算变形后多边形区域的惯
量矩为：

ＩｘｘＤｅｆ＝λ１
１／２λ２

３／２ＩｘｘＩｎｉｔ （３３）

ＩｙｙＤｅｆ＝λ１
３／２λ２

１／２ＩｙｙＩｎｉｔ （３４）
ＩｘｙＤｅｆ＝λ１λ２ＩｘｙＩｎｉｔ （３５）

其变形后惯量投影椭圆为：

ＩｘｘＩｎｉｔ
λ１
ｘ２＋

ＩｙｙＩｎｉｔ
λ２
ｙ２－２

ＩｘｙＩｎｉｔ
λ１λ槡 ２

ｘｙ＝ １
（λ１λ２）槡

３

（３６）
方程（３６）仍然为一椭圆。如果改变式（３１）、

（３２）为如下形式：
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图 ３单位矩形简单剪切变形及惯量椭圆计算
Ｆｉｇ．３Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｉｍｐｌｅｓｈｅａｒｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆａｓｑｕａｒｅ

（ａ）变形前的单位圆和变形后的有限应变椭圆；（ｂ）变形前矩形变形后平行四边形；（ｃ）变形前矩形和变形后平行四
边形的惯量矩；（ｄ）变形前矩形的惯量投影椭圆和变形后平行四边形的惯量投影椭圆；（ｅ）矩形变形前后惯量投影椭
圆方程

（ａ）ｓｈｏｗｓｏｎｅｕｎｉｔｃｉｒｃｌｅｉｎｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅａｎｄａｆｉｎｉｔｅｓｔｒａｉｎｅｌｌｉｐｓｅａｆｔｅｒｓｉｍｐｌｅｓｈｅａｒｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ；（ｂ）ｓｈｏｗｓａｓｑｕａｒｅｉｎｉｎｉｔｉａｌ
ｓｔａｔｅａｎｄｔｈｅｄｅｆｏｒｍｅｄｐａｒａｌｌｅｌｏｇｒａｍｉｎｔｈｅｓａｍｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ；（ｃ）ｓｈｏｗｓｔｈｅｉｎｅｒｔｉａｍｏｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅｓｑｕａｒｅｉｎｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅａｎｄｔｈｅ
ｉｎｅｒｔｉａｍｏｍｅｎｔｓｏｆｄｅｆｏｒｍｅｄｐａｒａｌｌｅｌｏｇｒａｍｉｎｔｈｅｓａｍｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ；（ｄ）ｓｈｏｗｓｔｈｅＩＭＰｅｌｌｉｐｓｅｏｆｔｈｅｓｑｕａｒｅｉｎｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅａｎｄ
ｔｈｅＩＭＰｅｌｌｉｐｓｅｏｆｄｅｆｏｒｍｅｄｐａｒａｌｌｅｌｏｇｒａｍｉｎｔｈｅｓａｍｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ；（ｅ）ｓｈｏｗｓｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆＩＭＰｅｌｌｉｐｓｅｂｏｔｈｉｎｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅ
ａｎｄａｆｔｅｒｔｈｅｓａｍｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

ｘ＝ ｘ
λ槡 １

（３７）

ｙ＝ ｙ
λ槡 ２

（３８）

直接带入方程（３０）可以得到：

ＩｘｘＩｎｉｔ
λ１
ｘ２＋

ＩｙｙＩｎｉｔ
λ２
ｙ２－２

ＩｘｙＩｎｉｔ
λ１λ槡 ２

ｘｙ＝１ （３９）

与式（３６）左边形式相同。将均匀变形方程直接
带入初始惯量投影椭圆方程，得到的椭圆方程与通

过计算变形后的多边形区域得到的惯量投影椭圆形
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图 ４任意形状多边形的纯剪切变形
Ｆｉｇ．４Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｐｕｒｅｓｈｅａｒｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｐｏｌｙｇｏｎｗｉｔｈａｒｂｉｔｒａｒｙｓｈａｐｅ

（ａ）为变形前的单位圆和纯剪切变形后的有限应变椭圆；（ｂ）纯剪切变形前后的任意形状多边形；（ｃ）纯剪切变形前后
多边形的惯量矩；（ｄ）多边形纯剪切变形前后的惯量投影椭圆；（ｅ）变形前后惯量投影椭圆方程
（ａ）ｓｈｏｗｓａｕｎｉｔｃｉｒｃｌｅｉｎｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅａｎｄｏｎｅｆｉｎｉｔｅｓｔｒａｉｎｅｌｌｉｐｓｅａｆｔｅｒｐｕｒｅｓｈｅａｒｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ；（ｂ）ｓｈｏｗｓａａｒｂｉｔｒａｒｙｐｏｌｙｇｏｎｉｎ
ｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅａｎｄｔｈｅｄｅｆｏｒｍｅｄｐｏｌｙｇｏｎｉｎｔｈｅｓａｍｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ；（ｃ）ｓｈｏｗｓｔｈｅｉｎｅｒｔｉａｍｏｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅａｒｂｉｔｒａｒｙｐｏｌｙｇｏｎｉｎｉｎｉｔｉａｌ
ｓｔａｔｅａｎｄｔｈｅｉｎｅｒｔｉａｍｏｍｅｎｔｓｏｆｄｅｆｏｒｍｅｄａｒｂｉｔｒａｒｙｐｏｌｙｇｏｎｉｎｔｈｅｓａｍｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ；（ｄ）ｓｈｏｗｓｔｈｅＩＭＰｅｌｌｉｐｓｅｏｆｔｈｅａｒｂｉｔｒａｒｙ
ｐｏｌｙｇｏｎｉｎｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅａｎｄｔｈｅＩＭＰｅｌｌｉｐｓｅｏｆｄｅｆｏｒｍｅｄａｒｂｉｔｒａｒｙｐｏｌｙｇｏｎｉｎｔｈｅｓａｍｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ；（ｅ）ｓｈｏｗｓｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆＩＭＰ
ｅｌｌｉｐｓｅｂｏｔｈｉｎｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅａｎｄａｆｔｅｒｔｈｅｓａｍｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

式相同，并具有相同的椭圆参数和长轴方位。

在均匀变形过程中，惯量投影椭圆的变形也遵

循同样的均匀变形方程。对于多边形区域的递进变

形，其惯量投影椭圆的变形也遵循同一均匀递进变

形 （图５）。
因此，惯量投影椭圆可以用来描述任意形状二

维构造标志体的变形，并可以替代具有任意形状构

造标志体进行变形分析。在进行构造变形描述和分

析时，构造标志体形状与其惯量投影椭圆是等效的。

先前适用于椭圆形标志体变形分析的方法均可应用

于具有任意形状的二维构造标志体。也这将为我们

对具有任意形状的构造标志体变形的描述和分析提
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供方便和有用的数学工具。

图 ５在递进变形过程中，惯量投影椭球与构造标志体变形一致
Ｆｉｇ．５Ｄｕｒｉｎｇｔｈｅｐｒｏｇｒｅｓｓｉｖｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆＩＭＰＥｌｌｉｐｓｏｉｄｉｓｃｏｉｎｃｉｄｅｎｔｗｉｔｈｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｏｂｊｅｃｔ

３　惯量投影椭圆在有限应变分析中
的意义

　　任意形状的构造标志体的惯量投影椭球（和椭
圆）的变形与其自身的变形是一致的。对任意形状

构造标志体的变形分析可以等效为对其惯量投影椭

球（椭圆）的分析。先前适用于椭圆形标志体的有

限应变测量方法均可应用于具有任意形状的构造标

志体。

当然，如果我们把具有多个构造标志体的集合，

如矿物颗粒集合，看作一个具有更为广泛意义的构

造标志体，则构造标志体集合的惯量投影椭球（椭

圆）的变形与该集合体的变形是等效的。

另一方面，均匀有限应变的大小通过有限应变

椭球（椭圆）来表征。惯量投影椭球（椭圆）与有限

应变椭球（椭圆）在数学意义上具有相同的性质。

因此，对于一个均匀变形过程，惯量投影椭球（椭

圆）的变形与变换给出了该变形过程中的有限应变

椭球（椭圆），即有限应变。

然而，如何通过现今构造标志体来估算其有限

应变，进而进行构造过程反演是重要的。

如果我们假设构造标志体或构造标志体集合的

介质在变形初始时刻在空间中满足某种随机均匀分

布，使得其惯量投影椭球正好为一标准球体。则在

后期均匀变形过程中，其惯量投影椭球与有限应变

椭球是等效的。即构造标志体或构造标志体集合的

惯量投影椭球就代表了其有限应变。

在该假设基础上的构造标志体的惯量投影椭圆

与有限应变椭圆的关系如图６所示。因为任何一般
的均匀应变均可等效为纯剪切变形加上刚性转动

（Ｍｕｌｃｈｒｏｎｅ，２００２），于是，可以将构造变形体的变

形等效为某一旋转坐标系ｘｏｙ中的纯剪切变形。

图 ６基于初始条件假设的构造标志体在变形过程中的有限应变
Ｆｉｇ．６Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｎｉｔｅｓｔｒａｉｎｏｆｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｏｂｊｅｃｔ

ｄｕｒｉｎｇｔｈｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｉｎｉｔｉａｌａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ
（ａ）初始单位圆和变形后应变椭圆；（ｂ）变形前后具有任意形状的构造标志体；（ｃ）构造标志体在变形前后的惯量矩；
（ｄ）构造标志体在变形前后的惯量投影椭圆；（ｅ）变形前后惯量投影椭圆方程
（ａ）ｓｈｏｗｓｏｎｅｕｎｉｔｃｉｒｃｌｅｉｎｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅａｎｄｏｎｅｆｉｎｉｔｅｓｔｒａｉｎｅｌｌｉｐｓｅａｆｔｅｒｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ；（ｂ）ｓｈｏｗｓｏｎｅｐｏｌｙｇｏｎｉｎｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅａｎｄ
ｔｈｅｄｅｆｏｒｍｅｄｐｏｌｙｇｏｎｉｎｔｈｅｓａｍｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ；（ｃ）ｓｈｏｗｓｔｈｅｉｎｅｒｔｉａｍｏｍｅｎｔｓｏｆｏｎｅｐｏｌｙｇｏｎｉｎｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅａｎｄｔｈｅｉｎｅｒｔｉａｍｏｍｅｎｔｓ
ｏｆｄｅｆｏｒｍｅｄｐｏｌｙｇｏｎｉｎｔｈｅｓａｍｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ；（ｄ）ｓｈｏｗｓｔｈｅＩＭＰｅｌｌｉｐｓｅｏｆｏｎｅｐｏｌｙｇｏｎｉｎｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅａｎｄｔｈｅＩＭＰｅｌｌｉｐｓｅｏｆ
ｄｅｆｏｒｍｅｄｐｏｌｙｇｏｎｉｎｔｈｅｓａｍｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ；（ｅ）ｓｈｏｗｓｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆＩＭＰｅｌｌｉｐｓｅｂｏｔｈｉｎｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅａｎｄａｆｔｅｒｔｈｅｓａｍｅ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

旋转坐标系ｘｏｙ中的纯剪切变形定义为：

ｘｄ ＝（１＋ｅ１）ｘ＝ λ槡 １ｘ （４０）

ｙｄ ＝（１＋ｅ２）ｙ＝ λ槡 ２ｙ （４１）
满足初始条件假设的构造标志体或标志体集合

的惯量投影椭圆为：

ｘ２＋ｙ２ ＝１Ｉｃ
（４２）

通过式（１）～（６）计算变形后构造标志体在旋
转坐标系ｘｏｙ中纯剪切变形后的惯量矩为：

ＩｘｘＤｅｆ＝ｙ
２ｄｘｄｙ＝λ１

１／２λ２
３／２ＩＣ （４３）

ＩｙｙＤｅｆ＝ｘ
２ｄｘｄｙ＝λ１

３／２λ２
１／２ＩＣ （４４）

ＩｘｙＤｅｆ＝ｘｙｄｘｄｙ＝０ （４５）
惯量投影椭圆为：

ｘ２

λ１
＋ｙ

２

λ２
＝ １
ＩＣ（λ１λ２）

３／２ （４６）

其与旋转坐标系ｘｏｙ中的有限应变椭圆等效。
在自然界的构造变形中，构造变形体或构造集

合体的介质在未变形状态下是否满足空间随机均匀

分布假设，需要依据地质研究确定。岩石有限应变

的估算值与其真实的应变之间的误差大小，取决于

对随机均匀分布假设偏离大小的评估。

例如，对于岩浆岩中的包裹体，我们可以认为该

假设是存在的。对于岩浆岩中的矿物集合体，我们

可以认为矿物集合体的生长在空间中各个方位是等

概率和各向同性的。物理意义上来说，矿物集合体

的介质或粒子在空间中的分布和相对位置关系是等

概率和各向同性的。

４　讨论
对构造变形进行描述和分析，并估算岩石的有

限应变，继而进行构造反演，是非常重要和有意义
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的。然而自然界中的构造体及构造现象是多样和复

杂的，构造变形体的形态和变形相当复杂。利用有

效的数学工具来描述和提取我们所需的构造特征和

变形数据，转化为简单的数学模型，对于我们进行构

造地质定量研究是有益的。

基于惯量矩的物理定义，惯量投影椭球本质上

描述了任意形状体介质在空间中的相对分布特性。

在均匀的递进变形过程中，构造标志体惯量投影椭

球的变形与其自身的变形保持一致，两者遵循同样

的均匀变形方程。因此，构造标志体形状与其惯量

投影椭球是等效的。当然，对于具有多个构造标志

体的集合也是适用的。

尽管已经有大量的方法进行构造变形分析和应

变测量，但惯量投影椭球为我们提供了对具有任意

形状的构造变形体的变形进行定量描述和分析的数

学工具。先前适用于椭圆形标志体变形分析的方法

均可应用于具有任意形状的构造标志体。

对于构造变形分析，更重要的是如何估算岩石

变形大小和反演构造变形过程。惯量投影椭球与有

限应变椭球在数学意义上具有相同的性质。然而，

和其他的应变分析方法一样，直接利用惯量投影椭

球估算岩石有限应变大小，需要建立在构造标志体

或构造标志体集合的介质在变形初始时刻在空间中

满足某种随机均匀分布的初始假设之上。

对于自然界中某些构造标志体，我们或许可以

假定该假设的成立，来估算岩石的有限应变值。岩

石有限应变的估算值与其真实的应变之间的误差大

小，取决于对该随机均匀分布假设偏离的评估。这

些评估需要以对地质构造本身的研究作为基础。

致谢：感谢犹他大学地质与地球物理系 Ｒｏｎａｌｄ
Ｂｒｕｈｎ教授对本文提供了帮助和建议。
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　　到目前为止，华北东部下古生界含油岩系研究主要依靠
环渤海湾地区几个油田有限的钻孔资料（谯汉生等，２００２），
尚未获得大的突破。从２００６年开始，在完成中国石油化工
公司胜利油田有限公司委托的《胜利山东探区中深层天然气

原型盆地构造演化研究》专题野外工作期间，笔者等在山东

新泰市新汶镇下古生界露头区的上寒武统凤山组、下奥陶统

亮甲山组、马家沟组的碳酸盐岩中发现了至少三套稳定的碳

酸盐岩含油岩系。

上寒武统凤山组上段钙质藻礁粗晶白云岩段在黑山、寺

山、封山等地均出露良好（照片１）；下奥陶统亮甲山组钙质
细晶白云岩（照片２）主要出露于光明水库西侧横山等地；中
奥陶统马家沟组钙质细晶白云岩和深色微晶灰岩则分散出

露于新汶镇南侧山麓地带，少量出露于西西周一带的新泰—

垛庄大断裂带上。

野外考察发现，含油岩系容易识别，并具有层位稳定、厚

度较大、分布广泛的特点，在新泰市下古生界露头区普遍存

在。初步研究发现：

（１）含油岩层在野外容易识别。严格地顺层分布，颜色
明显比上下相邻岩层为深（照片２）。用锤子敲击岩石会发
出明显的芳香烃味道（不是臭灰岩或沥青味）。

（２）经荧光薄片鉴定，有机质主要分散赋存于自形白云
石晶间之方解石胶结物中（照片３），有些集中于显微裂隙
中。

（３）含油岩层本身就是烃源岩，有机质并非来自古近系

－新近系烃源岩。证据是：荧光薄片显示有机质分散于白云
石晶间空隙的方解石胶结物中，外来烃类无法如此均匀地分

散在微小的空间中；在蒙阴盆地东北边缘古近系官庄组（相

当于济阳坳陷的孔店组）砾岩中发现奥陶系马家沟组含油岩

角砾，显然，角砾中的有机质在古近纪之前就存在了。

（４）已经经历过油气运移历史。荧光薄片显示，在岩石
的显微裂隙中对称分布着有机质残留物（有的被更新的方解

石脉所分开）；在新泰 －垛庄大断裂带内的奥陶系马家沟组
石灰岩露头（开采场）的小型断裂带上留有明显的油浸痕迹

（照片４）。
（５）岩石中残存的有机碳含量较低。经胜利油田地质研

究院测试，６个样品中有机碳含量最低的为０．０２％，最高的
为０．０８％。目前国内碳酸盐岩烃源岩评价标准的下限值为
０．２％（ＴＯＣ），但评价对象为钻孔样品（谯汉生等，２００２）。考
虑到野外露头上的岩石长期处于地表开放环境，而且以铁锤

直接敲打采集标本会产生碎裂而使油气挥发散失，加之样品

在室内放置几个月后才进行测试，测得的有机碳仅仅是最后

的残留物，而埋藏于地下相对封闭空间的相当层之有机碳含

量肯定比残存的高。

考虑到下古生界在环渤海湾地区（包括辽宁、河北、山东

等地）广泛分布，建议尽快对该地区下古生界含油岩系进行

野外调查和综合研究，这对华北东部中深层油气勘探有重要

意义。 （下转第２７７页）　
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